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Prefata

Imi place sa reafirm, ori de cate ori am ocazia, cad Gazeta Matematica este
un monument al culturii romanesti. Nu numai pentru ca apare neintrerupt din V
1895 si nici macar razboaiele mondiale nu i-au oprit prezenta in viata elevilori s
dar o pleiada intreaga de intelectuali romani, nu neaparat deveniti mate@
ticieni, si-au facut ucenicia mintii cu problemele Gazetei. x

In anii 1920, succesul national al revistei a facut ca dirigui or(1$§é ia
decizia de a infiinta un supliment cu exercitii accesibil eleyi k drag de
matematica. Asa au aparut primele liste de rezolvitori, fapfca ntinud si azi.

In 2008, inspirandu-ne din ideea inaintasilor, a 1intat Suplimentul
Gazetei Matematice. El s-a vrut un accesoriu p evii cu performante

. J
peste medie si nu neapirat olimpici. In plus, m pretins ca problemele sa
fie originale; importantd in Supliment es e@gza matematica.

Iata ca acum, dupa 10 ani, reali é% ideea a fost excelentd. Cele noua
volume, cu problemele din Sq@ destinate elevilor din clasele 1V-XII,
dovedesc acest lucru. Sunt % ca vor avea succes si vor fi utile in educatia
matematica roméneasc“.r al am un minunat sentiment de multumire cand
aud ca problemele d¢ 1ment sunt frumoase, utile si creeaza minti ascutite.

eO
v Presedintele Societatii de Stiinte Matematice din Romdnia

&

Prof. univ. dr. Radu Gologan
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Capitolul 1.1
NUMERE PRIME. NUMERE COMPUSE

1. Determinati numerele naturale a pentru care numarul a” — 16 a + 39 este prim.

Rézvan Ceucd, elev, lasi (S:E11.36) V

2. Determinati numerele prime p pentru care p + 2 si p° + 4p — 32 sunt simultan
numere prime.

Mihaela Berindeanu, Bucuresti (S:E15.
3. Aritati ca numarul 4 = 2°°'° + 5" nu este numar prim.
1 )

% ok ok (S.
4. Demonstrati ca numarul 999...9 +1999...9000...0 este compus.

2011 cifre 1005 cifre 1005 cifre ®
Neculai Stanciu, @ ‘E14.152)
n 2,

5. Fie numerele prime a, b, ¢ mai mari decat 3. Aratati ca a" + este divizibil
cu 3, oricare ar fin € N.

Costel Dragoi, Re @ramures (S:E09.276)
6. Determinati numerele prime de forma n”* + 4, unde mar natural.
9 Ion Pdrse (S:E10.305)
7. Determinati numerele prime a si b stiind cé a ?ﬁa S5a+b=5(132—d%) +2.
Veronica Tucd si ggeoy e Tuca, Alexandria (S:E12.420)

8. Arétati ca nu existd doud numere prim ncat suma cuburilor lor sa fie egala

cu cubul mediei lor aritmetice.
v ITonut Mazdlu, Briila (S:E14.31)

9. Cercetati daca exista numere nenule x, y, z cu x, y numere prime, astfel

incat 4v/x +5,/y =6z . -

? Constantin Nicolau, Curtea de Arges (S:E13.319)
10. Fie p un numar prim lvati in mulfimea numerelor naturale ecuatia
11 1

> o
@ Lucian Tutulescu, Craiova (S:E13.198)

Teme Supliment Gazeta Matematica. Clasa a Vlll-a I 11



Capitolul 1.2
DIVIZIBILITATE

1. Fie N=24" + 3a — 7, unde a este numir intreg. Determinati forma lui a pentru care N

este divizibil cu 5. V
[Constantin Apostol, Rm. Sarat (S:E15.33) v

9k+2

2. Se considerd numarul S = 9* + 9! + +..4 9% k e N. Gasiti restul impartirii

numarului S'la 91.
Nicolae Chiriac,Ulmeni (S:

3. Aridtati ca numirul 4 = n* + 2n — 1 nu se divide cu 3, oricare ar fi n numir jgfreg$
[Constantin Apostol, Rm. Saraf 3.31)
4. Rezolvati in multimea numerelor intregi ecuatia: 13x +* = 2015.

Vasile Solovastru, !@ :E15.195)
5. Aritati cd numarul 4 = 550" — 75" — 418", unde n € N, este diyizi 57.

Delia loana And, , lasi (S:E09.315)
6. Aritati ci numarul 4 =21’ + n + 6 se divide cu 3, ori% numar intreg.

i, Buziu (S:E14.117)
7. Se considerd numarul n = 221 + 32013 4 4203 )

a) Aflati restul impértirii lui n la 5. Vy
b) Aratati ca 9 | n.
lonel Tudor, Calugareni si ogaru, Oinacu, Giurgiu (S:E14.77)

8. Aratati ¢ numarul 4 = 300" — 105” ”, den e N', este divizibil cu 91.
Marin Chirciu, Pitesti (S:E10.233)

9. Aratati ca numarul 2010%°"! — e divizibil cu2011.
George lonescu, Bolintin Vale (S:E10.265)

10. Aratati ca numarul
n- 20”) (n-107"—n- 54"+ 107" — 54"
este divizibil cu 2014 i ar fi » numar natural.

Gheorghe lacob, Pascani (S:E15.73)

irii numarului 67 1a 43.
Grigore Dumitru, Macin (S:E13.193)

12. Demygstrati ca 3° +1 si 3° +10 sunt numere prime intre ele.

§ Ana Pogstaru, Timisoara (S:E13.157)

&

12 I Teme Supliment Gazeta Matematica. Clasa a Vlll-a



Capitolul 1.3
PATRATE PERFECTE. CUBURI PERFECTE

1. Scrieti 60 ca pe o suma de trei cuburi corespunzitoare la trei numere intregi

diferite. V
Gabriel Vranceanu (S:E10.353) v
2. Determinati doud numere naturale consecutive, formate din céte trei cifre, stiind ca

fiecare dintre ele este egal cu suma cuburilor cifrelor sale.

Aurel Dobosan, Lugoj (S:EIO@

3. Aratati ca numarul:
a=(200...0)> +(200...01)* +(200...0)*-(200...01)* &

2009 ori 2008 ori 2009 ori 2008 ori ()
este patrat perfect.
Gheorghe Achim, Mizil, PrihovaXS:E09.236)
e

4. Aratati ca numarul @ = 100000000020000000000 — 1 nu est;@l rfect.

Camelia Via S uresti (S:E08.98)
5. Numerele reale x, y, z verifica relatiile:

4x2 =312 +1=0,69~/3- 622+ 18 =0si T2~ 68 =0.
4x Sy Tz <

—— este un numdr natural, é?mfect.
asile Scurtu, Bistrita (S:E14.320)

—_— =
V2 B3 e
x++x € N.

Dorinel Anca, Targoviste (S:E09.79)
7. Determinati numerele natural;‘i u care 3n + 4 si 5Sn + 1 sunt patrate perfecte

Aratati ca

6. Determinati numerele naturale x astfel 1

consecutive.
D. Grigore, Macin, Tulcea (S:E14.75)

r
8. Aflati toate numerel @ de forma abcd , in baza 10, cu a # 0 si ¢ # 0, astfel
incét \abed —cd =

Alexandru Funduianu, Botosani (S:E13.273)

9. Aflatin tural pentru care M este numar intreg.
27 —In
? Susana Costea, Sancel, Alba (S:E11.295)
10. % inati numerele intregi a astfel incat numarul o’ — 13a + 36 si fie patratul
i ar intreg.

Rudi Pasici, Braila (S:E10.32)
%’. Determinati numerele naturale patrate perfecte de forma 4n” — 15, n € N.

v Vasile Solovéstru, Nasiud (S:E10.231)
Q 12. Aflati toate numerele naturale x pentru care x + 2014 este patrat perfect, iar x + 14
este puterea a patra a unui numar natural.

Vasile Berghea, Avrig (S:E14.73)

Teme Supliment Gazeta Matematica. Clasa a Vlll-a I 13
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Capitolul 11.1
MODULUL UNUI NUMAR REAL

1. Rezolvati ecuatia: | | —|x—1|—-x|=2
Aurel Ene, Ramnicu-Valcea (S:E09.280) V
2. Calculati {x e R||3x—1|<12} N Z.

* ok (S:E12.659$E
3. Daca x, y, z sunt numere intregi astfel incat 0

X< +y—z,)' <2 +z-x§i2<2y+x—y,

aflati x, y, z.
Mariana Fleancu, Campulun 35'0
4. Rezolvati in multimea numerelor reale ecuatia:
[x=1|+|x=2]+]x=3]+...+][x—-100|=x —1@
Elisabeta Den n (S:E13.79)

5. Dacda a € [ 1, 2], iar b este numar real astfel incat 2b = au ca:
Ja+1? +126° - J(a -2y +3(2

** *(S:E11.136)
6. Rezolvati inecuatia:

Ixl+ix=4 ) oy Qfﬁ\{z}

|x=2]
Vasiita Dilimot-Nita, Bucuresti (S:E09.116)
7. Fie x, y numere reale astfel incat @ siy € (2, 3). Aratati ca:
=3y+7<0.
*** (S:E11.251)
8. Aratati ca, oricare ar fi fiy realx are loc inegalitatea
|x—12|+|x— 3 |+ ...+ |x—2015*|>]x—2015- 1008 |.

George-Florin Serban, Braila (S:E15.273)

@5'
&K
o
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Capitolul 11.2
PARTEA INTREAGA SI PARTEA FRACTIONARA

1. Determinati cifra sutelor din scrierea in baza de numeratie zecimala a numarului:
N:[\/q-1+[\/ﬂ'2+[\/2_2]22J{\/?]Z%{\/Z_“]'Z“, V

unde [a] reprezintd partea intreaga a lui a. 2
Roxana Murea, Braila (S:E10
+3

2. Aratati ca {%} =9, unde [x] este partea intreagd a numarului x. x
(%)8.92)

*

3. Consideraim numirul real x, =vn* +57+6 cun € N. Calcula@ intreagd a

lui x,,.
Cig teanu (S:E10.346)

4. Fie n un numir natural si 4 =/n” +3n+2 . Aflati p intfeagi a lui 4.
J a Both, Arad (S:E12.575)

5. Aritati ca numarul a = 2n* + [\/4112 + n} +1 dg ;!este numdr natural nenul, poate

fi scris ca suma a doua patrate perfecte. A x] partea Intreagd a numarului x.

AW ro Ventullo, Milano, Italia (S:E15.354)

6. Aflati partea intreagd a numarul

1 1
+[3\/ﬁ]+m+[nmJ .

Victor Saceanu, Drobeta-Turnu Severin (S:E13.195)
7. Rezolvati in mu merelor Intregi ecuatia:

[2’6_7} = 2009,
5
unde [x] ge rem;é partea intreaga a lui x.
% Mircea Mario Stoica, Arad (S:E09.282)

8. Iyati ecuatia:

[9 +x] + 2 {x} = 2009,

[a] si {a} reprezintd partea Intreagd, respectiv partea fractionara a lui a.
Roxana Murea, Braila (S:E10.28)

9. Rezolvati ecuatia:
[x—2010 |+ [x+2009] =4019,

unde | a | reprezintd modulul numarului g, iar [a] reprezinta partea intreaga a lui a.
Dan Negulescu, Braila (S:E10.29)

26 | Teme Supliment Gazeta Matematica. Clasa a VIll-a
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Capitolul I11.1
CONFIGURATII DE PUNCTE, DREPTE, PLANE

1. O piramida patrulaterd regulatda VABCD are latura bazei egald cu 4 V2 m si muchia

laterald 4 /13 m. Cand soarele se afla in planul ACV o raza care trece prin V formeaza ‘V

cu planul bazei un unghi cu masura de 60°. Aflati aria umbrei pe care piramida o lasa
pe pamant (planul bazei).

*EE(S:E1L
2. Dreptunghiurile ABCD si ABEF sunt situate in plane diferite si AF' =2 ¢ =
= 6 cm. Determinati pozitia punctului P € (4B) astfel incat FP + PC sa fie'mifgm.

* *?Efis.%)
3. Fie 4, B, C, D patru puncte necoplanare, £ mijlocul Iui (4B), F€1ﬂj 1 lui (CD),
M mijlocul lui (BC), N mijlocul lui (EF). Demonstrati ca
- AC+BD

4 ;
Geasina @agcu, Braila (S:E14.235)

MN

Teme Supliment Gazeta Matematici. Clasa a Vill-a | 59



Capitolul 111.2
PARALELISM iN SPATIU. UNGHIUL A DOUA DREPTE

1. Fie 4, B, C, D patru puncte necoplanare astfel incat (DA) = (DB) si G mijlocul
segmentului DC. Daca M € (4G) si N € (BG) astfel incat < ADM =<« GDM si V

< BDN = < GDN, aritati ca MN || (ABC). v
* % % (S:E08.9sé

2. Punctul P este exterior planului patrulaterului ABCD. Fie M € AC si N € BD
incat BC || (PMD) si AD || (PCN). Demonstrati ca MN || (PAB).
Sergiu Prisecariu, Iasl 11.34)
3. Intr-un paralelipiped dreptunghic ABCDA'B'C'D’ se cunosc muc & \7§ cm,
hii

BC = 26 cm, AA' = 3~/2 em. Punctele M si N sunt mijloage lor B'C’,
respectiv A'D".
a) Demonstrati ca planele (44'M) si (CC'N) sunt paralel
b) Determinati masura unghiului dintre dreptele AM s
Fljrenti e, Bucurestl (S:E12.651)
4. Intr-un cub ABCDA'B'C'D' fie M mijlocul mu?’ i AA' si N € (BB') astfel incat
B'N = 3BN. Daca MN se intersecteaza cu AB fn P, aflati masura unghiului format de
dreptele PC si C'B. %
istian Sendroiu, Campina (S:E08.138)
5. In cubul ABCDA'B'C'D’, punctele*M, espectiv P sunt mijloacele muchiilor CC’,
%nometnca a unghiului format de dreptele BM

A'D', respectiv C'D'. Aflati o funeti ica iului
si NP. é
:rv * % * (S:E13.315)

60 | Teme Supliment Gazeta Matematica. Clasa a VIll-a



Capitolul 1.3
PERPENDICULARITATE IN SPATIU

1. Pe planul dreptunghiului ABCD se ridica perpendiculara 4P astfel incat sd avem:
AP =12a, CP = 13a si BC = 4a, unde a este un numar real pozitiv. V
a) Calculati 4B. v
b) Demonstrati cd APBC este dreptunghic.
¢) Aflati a daca perimetrul APAC este de 9 cm.
Alexandru Stanciu, Ploiesti (S:EQ @
a

2. Fie ABCD un trapez cu AB | CD si AB + CD = AD. Pe planul (ABCD
perpendiculara in punctul 4 pe care se ia punctul M. Fie N mijlocul lui B atall ca

MN 1 DN. bl
*@.EOS.I%)

3. Fie D un punct situat pe latura BC a triunghiului echilate;l B, astfel incat

2 - CD = BD, iar E mijlocul lui AD. Se ridica perpendiculara M. planul (4BC). Aflati
lungimea segmentului ME, astfel incét triunghiul ABM sa fie :
Map# itea, Cugir (S:E11.74)

4. Se considera cubul ABCDA'B'C'D’ cu muchia de 1 2a. Determinati pozitia
punctului M € (BB') pentru care (D'AC) si (MA t plarie perpendiculare.
niu Blajug, Bacau (S:E15.360)
5. In cubul ABCDA'B'C'D’ construim C'N L BR'". am cu M mijlocul lui [D'C"] si cu
O intersectia lui BC' cu B'C. %
a) Aratati ca ON L MN.
t

b) Daca AB = a, aflati distanta di e%ele B'C si MN.
asilica Dilimot-Nita, Bucuresti (S:E09.115)
6. Precizati cat la suta din vol 1 cub care are distanta dintre o diagonala a sa si o

o f . a6
diagonald a unei fete (cygca se intersecteaza) egala cu

reprezinta volumul

unui cub cu latura a.
i Ciprian Cipariu, Blaj (S:E11.73)
7. In cubul 'C'D' punctele E si F sunt proiectiile punctului 4 pe A'B,

respectiv A'C. onstrati ca AA'EF ~ AA'CB si ca triunghiul AEF este dreptunghic.

lon Voicu, Radulesti, lalomita (S:E15.80)
8. @ombului ABCD cu m( <« BAD) = 60° si AB = a cm, de aceeasi parte a
ult¥’se ridica perpendicularele AP si CQ. Fie M € (BP) astfel incat PB =5 - MB,
e(PD) astfel incat MN || BD si AP =a J3 em.
a) Aratati ca (AMN) L (BDP).
v b) Calculati lungimea segmentului [ CQ] astfel incat (AMN) || (BDQ).

C) Valeriu Romul Pop, Baia Mare (S:E09.37)
9. Fie ABCDA'B'C'D' o prisma dreaptd cu bazele patrate. Aratati cd 4ABCDA'B'C'D’
este cub daca si numai daca A'C 1L AD".

Ion Voicu, Radulesti, Ialomita (S:E14.197)
Teme Supliment Gazeta Matematici. Clasaa Vill-a | 61
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10. Fie ABCDA'B'C'D' un paralelipiped dreptunghic, O centrul fetei ABCD si M €
BM 1 . .
€ (BD") astfel incat D3 Demonstrati cd, dacd OM este perpendiculara comuna a

dreptelor BD' si AC, atunci paralelipipedul este cub.
Marin Grigori, Buzau (S:E09.197)
11. in prisma triunghiulara dreaptda ABCA'B'C’ avem AA' = 42 cm si AB = 8 cm.
Demonstrati ca BC' L AB'.
Eugen Predoiu si Adrian Mdarculescu, Calarasi (S:E12.41
12. Se da triunghiul ABC cu m( < 4) = 120°. Fie MA L (ABC) si N mijlocul segme
BC. Demonstrati ca MN 1. AC daca si numai daca AB = 2AC.
Luca Tuta, Buzau @g’ 0)
13. Demonstrati ca intr-un punct al spatiului nu pot fi construite patru dsgpte incte,
oricare doua perpendiculare. %
Gabriel Vrgnfseany (S:E10.349)
14. Daca un punct este simultan extremitate a mai multor segr% om numi colf,

iar daca dreptele segmentelor unui colt sunt perpendiculare dt¢ doud, vom spune
ca acesta este colt drept. Aratati ca:

a) o piramida nu poate avea mai mult de un singur ¢ ;
b) daca varful unei piramide este colt drept, atupci piraijida este tetraedru.

? Silviu Boga, Tasi (S:E09.321)
15. Fie ABCDMNPQ un cub, AB = 1 ++/2 emf([BT, bisectoarea unghiului << CBP, T €
€ (CP), S € (DQ) astfel incat SD =2 cm. [paca®'N NQ = {U} si UT N (4BC) = {R},

calculati BR.

Dan l@ied si Catalin Stanica, Briila (S:E15.280)
16. In cubul ABCDA'B'C'D’ p 1, Ga, Gs sunt centrele de greutate ale
triunghiurilor A4'B, BB'C' si Al ca GG, N (ABC) = {S}, G1G5; N (ABC) = {T} si

AB = 6 cm, calculati aria triffgghitslui AST.
%Daniela Stanica si Catalin Stanica, Braila (S:E15.276)

17. Aratati ca intr-o ida patrulatera regulatd doud fete laterale opuse sunt
perpendiculare daciegi ai daca unghiul dintre doua fete laterale alaturate are masura
de 120°. 6

% Ion Tudor, Bibana, Arges (S:E15.359)

62 | Teme Supliment Gazeta Matematica. Clasa a VIll-a
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Capitolul IV.1
PROBLEME DE NUMARARE

1. Un cub din aluminiu cu muchia de » dm (n € N) este vopsit in rosu. Se taie cubul
astfel Tncat sa se obtind un numar maxim de cubulete cu muchia de 1 dm si se pun in- V

tr-o urn. v
a) Stiind ca probabilitatea de a extrage un cubulet fara fete colorate este é

aflati n.

b) In conditiile de la punctul a), care este probabilitatea de a extrage un
doua fete colorate?
T1 80)

Alexandru Loga,
2. Aflati numerele intregi a, b, ¢, d, e astfel incat |a— b |=|b—c¢ | |=le—a]

si abcde = 1.

Daniel Sitaru, Drobeta-Tu eyverin (S:E13.351)
3. Arétati ca, oricare ar fi 12 puncte din interiorul unui t u de volum V, exista
cel putin patru printre acestea si varfurile tetraedrului cg@e} ind un corp de volum

cel mult K .

Liviu Vlaicu, Zal@ zursul ,»@rigore C. Moisil”, 1991

L[ apitolul 1V.2
PRI PIUL LUI DIRICHLET

1. Aratati ca oric ege 126 de puncte in interiorul unui cub cu latura de 25 cm,
cel putin doua 4y e sunt situate la o distan{d mai mica sau egala cu 5 V3 em.
Aurica Stiru, Baia Mare (S:E12.453)

2. Aratatj ca oriCe poliedru convex are cel putin doua fete cu acelasi numar de laturi
%k %k ¥

Idera sase puncte in spatiu, oricare patru necoplanare si se coloreaza cu rosu
tru fiecare segment determinat de doud dintre aceste puncte. Aratati ca exista

3.
al
q relpuncte printre acestea care determina un triunghi cu laturile la fel colorate.

* k k
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INDICATII SI SOLUTII

PARTEA I. ARITMETICA. TEORIA NUMERELOR
CApPITOLUL I.1. NUMERE PRIME. NUMERE COMPUSE 9)

1. (S:E11.36) N=a’ — 16a + 39 = (a — 3)(a — 13). Cum N este prim, trebuie ca a —3gs
=lsaua—3=-1saua—13=1saua—13=—1.Rezultaa € {4, 2, 14, 12}. u%

a=2sia=14.

2. (S:E15.233) A=p +2si B=p* +4p—32 = (p — 4)(p + 8); B este prim' -4 =
=1=p=5,deunde 4 =7, B=13 (dacap —4 =— 1, obtinem B =1 co?lvine;
dacd p + 8 = 1, obtinem p = — 7, nu convine; daca p + 8 = — 1, 0@:[929, nu

convine). Asadar, p =5 este unica solutie a problemei.

3. (S:E11.175) A =22 + 5" =3 - )™ + (6 - )" = +Mg—1=M,.
Deci 4 este multiplu de 3, 4 > 3, de unde 4 nu este pri Q
4. (S:E14.152) Daci N € N" este numarul din eym‘;:%z N =N; + N, unde N, =
:w: 10" — 1 §i N, :1ww: 1. 02v9(102009 + 1029 4 10%%) =

2011 cifre 1005 cifre 1005 cifie

2010 10%'% —10' . 1005 2011
=10 +9'10—1,dec1N2:2- -107". Avem N=N,+ N, =107 —

— 142107 - 10" = 10"°(10 #2) 9 _1,deci N=12-10"" - 10" — 1 5i

cu notatia 10'°” = 4 obtinem N —a—1=QBa-1)4a+1). Asadar N=(3 -
210"~ 1)(4 - 10" + 1).gdic te numir compus.

5. (S:E09.276) Cum a, b, numere prime mai mari decat 3, atunci a, b, ¢ €
€ {3k+1|keNY |k e N}, de unde &*, b*, * € {3k + 1|k e N}, de
unde inca @, bz”Q 3k+ 1|k e N'}. Deci a® + b* + ¢ este divizibil cu 3.

>2,V neN=n'+4 este numar natural impar = » numar

6. (S:E10.3($

natural ippar. = 1 = n* + 4 =1 +4 =5 numdr prim. n = 5 = n* + 4 = 629 numar
prim e$:5k+l,keN*:>U(n4+4)e{0,5}:>n4+455:>n4+4nueste
@ZE

r
m. Pentrun=5k+3, ke N =>Un"+4) € {0,5) =>n*+4: 5=>n*+4nu

@ umir prim. Pentru n =5k +2, ke N = Un* +4) e {0} =>n*+4 5= n" +4
u este numar prim. Pentrun=5k+4, ke N' = Un*+4) € {0} =>n* +4: 5=n* +

‘ Z + 4 nu este numdar prim. Atunci n* +4 € {5, 629}.
7. (S:E12.420) Relatia data se scrie Sa(a + 1) + b = 662. Dar a(a + 1) numar par si
662 par = b par, dar b prim = b = 2. Atunci Sa(a +1) =660 = a (a + 1) =132 =

—a=11,(a b) e {(11,2)}.
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