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Prefata

Se alatura cam prea des vorbele carte si dialog, mai mereu, cartea este un
monolog al unuia ce are (sau nu) ceva de spus catre altii care vor, sau trebuie, sau
sunt impingi de intamplare.

Sustinem ca aceasta carte (si suratele ei) este un dialog. Autorul are multe de
spus si stie cum sa le spuna: de decenii el slefuieste nestemate pentru alte nestemate:
cizeleaza probleme pentru adolescenti ce pot si vor sa lase mintile lor iscoditoare
si insetate sd patrundda si sd cuprinda matematica. Pentru a lucra asemenea
nestemate trebuie sa stii sd vezi - dincolo de zguri sterile - lacuri si scantei, mari si
aurore ce le innobileaza. Mai stie autorul cum sd monteze problemele nestemate in
culegeri = poteci si trepte spre tarile matematicii. Tot el, stie si monteze
nestematele de elevi in grupuri potrivite calauzirii pe poteci relevante si pe trepte
prielnice pornirii de zboruri. La marile expozitii matematice ale elevilor, olimpiade
sau concursuri interjudetene, elevii sai acapareaza mai toate premiile.

Despre trei asemenea diamante solitare trebuie sa vorbim mai adanc:
Cezar Chirila, loana Mihaiilescu si Daniel Hurmuz elevi ai mesterului din
Botosani Artur Bdlaucd. Prefatatorul a avut sansa de a-i pretui in diverse lumini si
satisfactia de a-i vedea — la distanta de doi ani a varstelor lor - cucerind aurul
competitiei balcanice de juniori. Taria acestor diamante vine si din carfi ale
colegului Balducd, strabatute de ei 1n lung si in lat. Pentru aceasta carte (si pentru
vecinele ei de raft de librarie sau bibliotecd) Cezar, loana si Daniel sunt mesteri
cizelatori. S-a cumpanit dacd sa li se zicd autori; este mai potrivit sd se spuna ca
din ucenici au devenit calfe, zidari de carte, mesteri, asistenti ai profesorului.

Este drept sa ne amintim de ceva mai varstnicul lor coleg, Daniel Moldovan,
din alt umar al tarii, Clujul, si el medaliat la o balcaniadd de juniori. Nu 1-a avut
profesor pe Artur Bdlauca la clasd, ci doar la loturi de juniori prin Buciumul
Iasilor. Dupa ce a sorbit in vreme din culegerile mesterului, a zdmislit de unul
singur trei carti pentru elevi, indreptatindu-si numele de autor. Prefatatorul nu
gaseste disonante intre numirile de mester cizelator si autor, ci doar potriviri de
cuvinte pentru activitati consonante.

Se stie bine dar repetarea este aici cu folos: nestematele de elevi descopar in
nestematele de probleme straluciri ascunse dar profunde. Mesterul are privilegiul,
sarguinta, priceperea si intelepciunea de a se apleca asupra rezonantelor dintre
nestemate, sa le recizeleze §i remonteze in noi culegeri. Circumscriem féaptuirile
sale zicand ca 1i invatad pe elevi (nu doar din clasele sale) sd aleaga, sa pretuiasca si
sa cizeleze probleme la care sunt un pic co-autori.

Este dreptul cititorilor s& aprecieze daca potrivirile de cuvinte carte - dialog
si autor - mester cizelator sunt aici oportune. Poate alte carti, ndscande din acestea,
ne vor ajuta sd gasim vorbe mai adecvate.

[Prof. Dr. Dan Branzei| , Impdrtitor cu mesterul autor
de trude ale slefuirii diamantelor
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ALGEBRA
. caprTOLULI

MULTIMEA NUMERELOR INTREGI. DIVIZIBILITATE IN 7

Retineti!

UnI nurilér intreg b divide un numar intreg a daca existd un numar intreg c astfel incat
a=b-c.

2 Observatii

1. Nu existd pentru orice pereche de numere intregi a i b un numar intreg ¢ astfel
incdt @ = b - ¢ si urmeaza ca relatia b / a nu este peste tot definitd in Z.

2. Pentru orice a € Z multimea D, = {xeZ / x / a} este multimea divizorilor lui a.
Daci a € Z', atunci divizorii lui a sunt in numr finit (cel mult 2 |a| ).

Proprietati

1. a / a, oricare ar fi aeZ (reflexivitatea); 2. a/ b si b/ c = a / c (tranzitivitatea).
3.a/bsib/a=a=bsaua=-b,adici |a|=|b|;4.1/asi—1/a,oricare ar fia € Z.
5.a/lsaua/~1 = |ad=1;6.a/0,oricarearfia € Z;7.0/a=a=0;8. a/b <
S@EFa/bsal b= (a)l/(=b);9a/b=alb-c, oricare ar fi c € Z.
10.a/bysia/by=a/bixby;11.a/ b sial b, = a/bic;+ byc,, oricare ar ficy, ¢, € Z;
12.a/b=ac/bc,ce Z;13. ac/bcsic=0=a/b;14. a,/ b, si ay/ by = aa,/ b \b;
15.a/b=b=0sauld <|b|;16.a/bsi|a >|b|=b=0.

Cel mai mare divizor comun §i cel mai mic multiplu comun

9 C.mm.d.c. al numerelor intregi a si b (notat (a,b)) este un numdr intreg d care
satisface conditiile: 1) d/asid/ b;2)dacad,/asid,/ b, atuncid,/ d.

9 C.m.m.m.c. al numerelor intregi a si b (notat [a, b]) este un numar intreg m care
indeplineste conditiile: 1) @ / m i b / m; 2) oricare ar fi m; € Z cu proprietatea a / m; si
b/ my, atuncim / m.

< Doud numere intregi @ si b se numesc prime intre ele daca (a, b) = 1.

2 Dacd a/ bcesi(a, b) =1, atunci a / c. (teorema lui Gauss)

P Dacial/c,b/csi(a,b)=1,atunciab/ c.

2 lab]l (a,b)=a"b.

Numere prime §i numere compuse

S Un numér intreg ¢ se numeste numar prim daca multimea divizorilor séi are
cardinalul 4.

Observatie. Conditia revine laa ¢{-1,0, 1} siD,= {-1, 1,—a, a}.

Observaie. Reprezentarean ==+ p,"' - p,*> -...- p, “  unde a, oy, ....o4 EN’, p1, P2, ..., i
sunt numere prime si 0 < p;< p; < ...< p; se numeste descompunerea canonicia a
numarului intreg n.
< Numarul divizorilor intregi ai unui numar intreg n (n # 0) scris sub forma:

n=xp“ - p,“ . p“* esteegal cu2(oy +1)( o+ 1) ... (ot 1).
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Probleme rezolvate:

4x-3 cZ:b) 5x-3
x-3 3x+5

1. Aflati numerele Intregi x stiind ca: a) eZ.

Rezolvare:

a) 4x 733 e€Z implica x — 3/4x — 3, de unde x — 3/4(x —3) + (12— 3) sau x—3/4(x—3)+9, (1)
Cum x — 3/4(x — 3) oricare ar fix € Z, din (1) rezultd x — 3/9, adicax -3 € {-9;—-3; - 1;
1; 3;9}. Rezolvand ecuatiile: x — 3 =—9; x — 3 =—3 etc. se obtine: x € {—6; 0;2;4; 6; 12}.
b) 5x-3

3x+5
3x +5/5(3x+5)—-9—25sau3x+5/503x +5)—34, (1) Cum 3x + 5/5(3x + 5) oricare ar
fix € Z din (1) rezultd 3x + 5/34, de unde 3x + 5 € {—34; - 17;-2;—1; 1; 2; 17; 34}.
Rezolvand pe rand ecuatiile: 3x + 5 =-34; 3x + 5 =-17 etc. se obtine x €{-13; -2; —1; 4}.

€Z implica 3x + 5/5x — 3, de unde 3x + 5/3(5x — 3) sau 3x + 5/15x — 9 sau

2. Fie sirul de numere naturale 7, 77, 777, 7777, ... scrise 1n baza zece.
Sa se arate ca printre primii 2011 termeni ai sirului exista cel putin unul divizibil cu 2011.
(Concursul ,,Matematica, de drag“, Bistrita, 2014, Rodica Coman)
Rezolvare:
Din primele 2011 numere din sirul 10", 10>, 10, ... vor exista cel putin doui numere
care vor da acelasi rest la impartirea cu 2011 pentru ca (10, 2011) = 1.
Fie acestea 10 si 10” cu a > b.
Din 2011/ 10* - 10” rezulta 2011 / 10° - (10° "= 1), adica 2011 / 10° - 999...9 .
(a—b) cifre

fnsd (2011, 10) = 1 i (2011, 9) = 1, rezultd ca 2011 / 11...1 .

(a—b) cifre
Din 2011/ 11...1 si(7,2011)=1, rezulta ca 2011/ 77...7 .
— —
(a-b) cifre (a—b) cifre
EXERCITII SI PROBLEME

1. Fie multimile: A={xeZ/-4<x<2} si B={xeZ/-5<x<4}. Determinati
multimile: AuB, AnB, A\B, B\A.

2. Fie multimile: A= {x € Z/|x| < 3} si B= {x el /|x - 1| < 2} . Determinati
multimile: AuB, AnB, A\B, B\A.
3. Determinati x € Z astfel incat multimile A ={1;2} si B={2x—1;5x -3} si fie egale.

4. Sa se determine multimile A, B, C, D stiind ca:
(1) AuB={0,1,2,3,4,5}; (2) CuD={6,7,8,9,10,11};

() (AnB)x(CnD)={(2,8),(2,9).(3.8).(3.9)} ;
@) (A\B)x(C\D)={(0,6),(0,7),(1,6).(1,7)}.
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103. Se da numarul n=l+l+...+i+i. a) Sa se arate ca: i) ng IN; ii) n > ﬁ
7 8 39 40 25

b) Daca n se scrie sub forma de fractie ireductibild 4 , unde (p, q) = 1, sa se arate
q

ca 47/p si 32/q. (Artur Biliuci)

104. Fie a4, a,, ..., a7 numerele 1, 2, 3, ..., 2007 in altd ordine. Aratati ca doua din
numerele |a; — 1, |as — 2|, ..., |a2007 — 2007| sunt egale.

105. Sa se determine numerele realea, ,a,, ..., a,, astfel incat: a, +a, +...+ a,,,, =2001

$1 |a1 _a2| :|a2 _a3| = =|a2000 _a2001| =[%001 _a1| .

106. Determinati numdrul intregilor n, cu 1< 7 <2001, astfel incat24/n’ +23n .

(Concursul ,,Pitagora”, Rm. Vilcea, M. Ignat, 2002)
107. Fie neN si S suma tuturor numerelor naturale x, astfel incatn” < x < (n + 2)2 .
a) Aratati ca S este divizibilad cu 6. b) Determinati n, daca S = 1386.

108. Determinati numerele E in baza 10 care satisfac rela‘;iaE =1+2+..+(x+y).
(etapa locala, Botosani, 2007)

109. Gasiti ultimele cinci cifre ale numarului 52005, (Artur Balauci, ,,SINUS%, 3 / 2005)

110. Determinati numerele naturale n, a si p stiind ca: 2"= aa...a _ .
20
p cifre

(Concursul ,N.N. Mihaileanu“, Constanta, 2011, Artur Balauca)

111. Determinati numerele naturale x, x», X3, X4, X5, dacd x; + x, + x3+ x4+ x5 < 149
si 2x; = 6x, = 12x3 = 20x4 = 30x5. (Concursul ,,Recreatii Matematice*, Muncel, 2010)

112. Doua numere naturale prime impare consecutive se numesc numere gemene.
a) Dati exemple de 6 perechi de numere gemene.
b) Daca a si b sunt numere naturale gemene diferite de 3, aratati ca nu existd n € IN
pentru care numerele 2*" + 6" + 7" + a si 2" + 6" + 7" + b sa fie gemene.

(Gazeta Matematica 10/2013, Supliment, Artur Balauca)

113. Sa se demonstreze ca nicio putere cu exponent natural al lui 2 nu poate fi
scrisd ca o suma de numere naturale nenule si consecutive.
(Concursul ,,Stefan Dartu“, Vatra Dornei, 2013, Catilin Budeanu)

114. Fie A o multime cu 5 numere naturale si S= {x + y/x,y € A}. Sa se arate ca
dacd multimea S are 9 elemente, atunci suma numerelor din multimea A este
divizibila cu 5. (Concursul ,,Jon Barbu — Dan Barbilian, Cilirasi, 2013, Vasile Pop)

115. Vom numi numar ,,drag“ un numar natural care are exact 4 divizori naturali.
a) Dati un exemplu de trei numere ,,dragi‘ consecutive. b) Sa se arate ca nu exista
trei numere ,,dragi consecutive astfel incat primul dintre ele sa fie par.

(Concursul ,,Matematica de drag®, Bistrita, 2012 Catilin Budeanu)

116. Daca numarul 2*°"* are # cifre si numarul 5*°"° are m cifre, aflati suma m + n.
16



CAPITOLUL II

RELATIA DE CONGRUENTA MODULO  (temi pentru centrul de excelenti)

2 Retineti! Doua numere intregi a si b se numesc congruente modulo m, unde m
este un numar intreg, daca m/a-b.

Notatie: a = b(mod m). Se citeste ,,a congruent cu b modulo m”.

2 Observatii:

1. Pentrum = 0, m/a—b < a=>b, adica (a = b(mod 0)) < a=b, deci relatia de
egalitate este un caz particular al relatiei de congruenta (in cazul cand modulo este 0).

2. a=b(mod 1)sia=b(mod -1),Va,beZ.

3. Daca m#0 si r este restul impartirii unui numar intreg a prin m, atunci
a=r(mod m) sia=r—m(mod m).

Exemplu: 30 =8(mod 11)$i30 =-3(mod 11).

(in aplicatiile practice, dintre numerele 7 si 7-m, este de preferat cel care are modulul
mai mic).

Retineti!

Teoremd: Doud numere a §i b sunt congruente modulo m, m # 0, daca si numai daca
dau acelasi rest la impartirea prin m.

Proprietati:

1. a = a(mod m) (reflexivitatea);

2. a=b(mod m)= b=a(mod m) (simetria);

3. a=b(mod m)si b=c(mod m) = a=c(mod m) (tranzitivitatea);

4. a=b(mod m)si c=d(mod m) = a+c=b+d(mod m) sia—c=b—d(mod m).

Consecinte:

a) a=b(mod m) si ceZ =a+c=b+c(mod m).

b) Un termen aflat intr-un membru oarecare al unei congruente poate fi trecut in
celdlalt membru, schimbandu-i-se semnul.

¢) Se poate aduna sau scddea la fiecare membru al unei congruente orice multiplu al
modulului.

5. a=b(mod m) si c=d(mod m) = ac=bd(mod m).

In generala, =b,(mod m),i=12,...,n= ﬁa, = li[b[ (mod m).
i=1 i=1

Consecinte:

a) a=b(mod m) si neN =a" =b"(mod m).

(
(

6. a=b(mod m) si c € Z = ac =bc(mod mc).

b) a=b(mod m) si c € Z = ac=bc(mod m).

7. ac =bc(mod m) si (c,m)=1 = a =b(mod m).

8. ac=bc(mod mc) si c#0 =a=b(mod m).
9.a=b(mod m,), a=b(mod m,),...,a=b(mod m,)si
M =[m,m,,..,m.] =a=b(mod M).
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10. a =b(mod m) sid/m =a=b(mod d).
11. a= b(mod m) sid/a, d/m = d/b.
Consecinti: a =b(mod m)sim/a = m/b.
Mica teoremd a lui Fermat. Dacia,peZ, p este prim (pozitiv) si p 7 a, atunci
a” =1(mod p).
Demonstratie: Consideram urmatorii multipli ai lui a:
M, =a, M,=2a,M;=3a,...M_ | =(p-1a.

Nici unul dintre acesti intregi nu se divide cu p.
Fie n,r,,n,...r, | resturile obtinute la impartirea numerelor M, M, . M;,,...M_,, prin p.

Avem congrueniele: M, =7 (mod p), M, =7 (mod p), ..., M, =r,_ (mod p) .(*)

Oricare doud din resturile #,7,r,...r, , sunt distincte. Intr-adevar, dacd presupunem
ca existdi, j e{l,2,3,...,p—1} , i # j astfel incdt r, =r,, urmeaza cd p/M; — M; = p/a(ij).

Cum p /a, se obtine cd p/ i—j, ceea ce este absurd deoarece|i— j| < p. Rezulta ca
{rl,rz,...,rpfl} = {1,2,...,p —1} .(D)

Inmultind membru cu membru congruentele (*), obtinem
M M, -M, ..M, =715 -5 .o, (mod p) , adica a-2a-3a-...(p=l)a=r 1,551, (n0d p) =

< a(p-1)=r-5-r-or, (mod p) si,cum 7 oryon e,

= (p - 1)! in baza relatiei
(1)), rezulti cia’™' = l(mod p) .

Teorema lui Euler. Daci a, m € Z si (a, m) = 1, atunci a® ™ = 1(mod m), unde ¢(m)
este functia lui Euler. (numirul numerelor prime cu m mai mici decat |m|)

Teorema Iui Wilson. Daca p este un numar prim, atunci (p - 1)! + 1 =0 (mod p).

Teorema reciprocd a lui Wilson. Dacin>1,n € Nsi (n- 1)! + 1 = 0 (mod n), atunci
n este numar prim.

Probleme rezolvate:
1. Si se arate ci numarul 4 =3% —2* se divide cu 5. (G.M. 5/1987)

Solutie: Conform teoremei lui Fermat avem: 3* =1(mod 5)si2* =1(mod 5).
3* =1(mod 5)=(3)" =1° (mod 5)=>3* =1(mod 5)> (D
2* =1(mod 5)= (24 )10 =1"(mod 5)= 2" =1(mod 5), (2) Scizand membru cu
membru congruentele (1) si (2), obtinem 3* -2 =0(mod 5) < 5/3% -2%.

2. Si se afle cel mai mic numir natural k astfel incat numarul 4 =194".125" +k si
fie divizibil cu 7. (G.M. 1/1988)
Solutie: 194=7-27+5 =194 = 5(mod 7) = 194" = 5" (mod 7)., (1)

Aplicand teorema lui Fermat, avem:
5° =1(mod 7)= 5" =1(mod 7) = 5" =5(mod 7), (2).

(1) si2)=194" =5(mod 7),(3)125=7-17+6=125=6(mod 7) = 125=—1(mod 7) =
= 125" =(~1)" (mod 7) = 125" =1(mod 7), (4).
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Inmultind membru cu membru congruentele (3) si (4), obtinem:
194”125 =5(mod 7) .(5) 7/194"”-125" + k = 194" -125" +k = 0(mod 7) =

=194" 125" =—k(mod 7). (6); (5) si (6) = 5=—k(mod7) = S5+k=0(mod7)=
= 7/5+k . Cum cel mai mic numar natural nenul divizibil cu 7 este 7, se obtine k =2.

3. Aritati cd numarul 7" +5"* — 74 este divizibil cu 1994.
Solufie: 7% =1(mod 997) (Fermat) = (7*) =1(mod997) = 7**=1(mod%97) =
= 7" =49(mod 997), (1) 5 =1(mod 997) (Fermat) = 5"”=1(mod 997) =
= 5" =25(mod 997), (2) Din (1) 5i (2) = 7" +5"" = 74(mod 997) etc.

4. Fie p > 3 un numadr prim. Aritati cd numarul 7 — 6” — 1 este divizibil cu 43.
(Olimpiada Iran)

Solutie: Cazulp=6k+ 1 (k€ IN")
Avem 7% = 6(mod 43) = (7°)’ = 6°(mod 43). Insa 6° = 1(mod 43), deci 7° = 1(mod 43),
de unde 7% = 1(mod 43) si 7% "' = 7(mod 43), (1). Pe de alta parte: 6° = 1(mod 43) =
= 6% = I(mod 43) si 6% "' = 6(mod 43), (2). Din (1) si (2) rezultd 77 — 6’ — 1 = 0(mod 43),
adici43 /77— 6" — 1.

Cazul p =6k + 5 (k€ IN)
Din 7° = 6(mod 43) rezultd 7° = 42(mod 43). Deci 7° = 252(mod 43). Insa 252 = 37(mod 43),
deci 7° = 37(mod 43). Din 7% = 1(mod 43) si 7° = 37(mod 43) rezulti c 7% "= 37(mod 43),
(3). Din 6° = 1(mod 43) si 6> = 36(mod 43) rezultd 6° = 36(mod 43). Din 6% = 1(mod 43)
si 6° = 36(mod 43) rezulti ca 6% = 36(mod 43), (4). Din (3) si (4) rezulta ca 7% - 6% - 1=
= (37— 36— 1)(mod 43), adica 43 / 77 — 6" — 1.

EXERCITII ST PROBLEME
4. Sa se arate c¢a numarul E = 1948"" + 96" — 2 este divizibil cu 19, oricare ar fi n € IN.
5. Aflati restul impartirii numarului 10'°* 1a 27.

6. Si se afle restul impartirii numarului a = 139" 1a 15.
7. Aflati restul impartirii numarului 17"°-19' 1a 16.

8. Sa se determine restul imgpértirii numarului: a) 985 - 1275 +9701a 9;
b) 5% 1a 13; ¢) 46907 - 157° = 151°1a 13; d) 13* - 27" 1a 8.

9. Aflati restul impartirii numarului 8'% +13*'" 1a 15.
10. Aflati restul impartirii numarului 4397 1a 13.
11. Aflati restul impartirii numérului 1986 " Ia 17.

12. Legenda spune ca, la facerea lumii, Creatorul a plantat un arbore cu 7 crengi,
pe fiecare creanga aflandu-se cate 27 de frunze. Frunzele cresc alternativ, cate una
pe fiecare creanga, astfel incat la inceputul celui de-al n-lea an, numarul de frunze
al arborelui este 4™ + 5°". Marele Vraci numira frunzele de pe fiecare creangi si,
daca gaseste acelasi numar de frunze pe fiecare, stie ca anul care tocmai a inceput
va fi un an bun. Anul 2005 de la facerea lumii este un an bun? Care sunt anii buni?
(Concursul ,,Florica T. Campan*, Gabriel Popa, 2005)
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CAPITOLUL II

PATRULATERE

Probleme rezolvate:

1. Se considera patratul ABCD cu AB = a si punctele M si N mijloacele segmentelor
(OB) si, respectiv, (CD). Daca {P} = AM N BC si {O} = AC N BD, determinati:
a) raportul dintre aria triunghiului ANP si aria patratului ABCD;
b) masura unghiului <NAM,
¢) aratati ca <PNC = <PMC.
(Concursul ,,Dimitrie Pompeiu“, Botosani, 2015, Artur Balauca)

Rezolvare:

D N E C F

Fig. 10

A B

a) In AOBC cu transversala 4-M-P din teorema lui Menelaos obtinem A0 MB PC =1,
AC MO PB

de unde PC = % -BCsi PB= % - BC (fig. 10).

_ 54 . A p 5
Ananp = Aupcp — (Aupp + Ancp + Aqnp) =——, deci ——=—.
12 ABCD 12
AP 2
b) A AN-AP-sin(«xMAN) _5a" . de unde sin(<MAP) = 1

2 12 2

¢) Fie {F} = AP N CD. AMBP ~ AMDA (t.f.a.), de unde PB :ﬁ :l. Deci AP :i
AD MA 3 M4 3
g M4 => gp =10
4 4

, deci m(<xMAN) = 45°.

. Fie ME | CD, E € (CD). ADME ~ ADBC (t.f.a.), de unde

ME_DM _ DE

= = §iME:DE:éa,iarNE:DE—DN:la.DinAMNEcu
BC BD (CD 4 4

Pitagora se obtine MN = a 410 .

Deci (AM) = (MN) si AAMN este isoscel. Cum m(XNAM) = 45°, rezultd ca m(xNMA) = 90°.

ACPF ~ AMNF (u.u.), de unde o _ P sau CF _ME . Insd m(<CFM) = m(<NFP),
MF NF PF  NF

deci AFMC ~ AFNP (l.u.l.) si rezultd ca m(<xPNC) = m(xPMC).

Observatie: Puteti aborda problema si cu patrulatere inscriptibile.
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2. Pe laturile [4B], [BC], [CD], [DA] ale unui patrat se considerd respectiv punctele
M, N, P, Q. Sa se arate ca dreptele MP si NQ sunt perpendiculare daca si numai daca

AM + CP= BN+ DQ. 0’
Rezolvare: :
Dupa o eventuala renotare de puncte, sa admitem ca are loc M- — D - c

DP <AM si AQ < BN.Fie DQ’ || ON, Q’ € BC si AM’ || PM, \\ N

M' e CD (fig. 11). Rezulta D € [M’C], C € [BQ’]. \\

Atunci AM + CP = BN + DQ < [CM’=[BQ’] & ADQ’B = \[@
=AAM’C < AQ’'DC=AM’AD < DQ’L M’A < PM 1 ON. 4 B
Fig. 11

Observatie:
Din solutia prezentatd se obtine urmatoarea propozitie: MP 1 ON < [MP] = [NQ].

3. n exteriorul triunghiului AABC se construiesc patratele ABNM si ACPQ care au centrele
O; si, respectiv, O,. Daca punctul E este mijlocul laturii (BC) sa se arate ca:
a) AE L MQ;

b) (MC) = (BQ); 0
¢) EO, L EO,.

Rezolvare: M
a) Fie A’ simetricul punctului 4
fata de punctul £ si E4A N MQ = 0,
= {F}, iar BONCM={H} (fig. 12). P
Patrulaterul ACA'B este parale- 0,
logram (diagonalele se injuma-
tatesc), deci (4'C) = (AB) = (AM)

sim(XACA") + m(xBAC) = 180°.

Insd m(xMAQ) + m(<BAC) = 180°,
deci m(XMAQ) =m(IXACA").

Urmeazda cd AAA'C = AQMA (L.U.L.), de
unde m(<AQOM) = m(xA'AQC).

Dar m(xQAF) + m(<A4A'AC) = 90°, deci
m(XAFQ) =90° si AE 1 MQ. Fig. 12

b) AAMC = AABQ (L.U.L.), de unde (MC) = (BQ)

¢) Din AAMC = AABQ rezulta cd m(<AQB) = m(ACM) = u°.

Insa m(xHOC) + m(xHCQ) = (45° — u°) + (45° + u°) = 90°. Deci BQ L MC.

Retineti acest rezultat.

In triunghiurile MBC si QBC, (O,E) si (O,E) sunt linii mijlocii si rezulti ca EO, || BQO si
AO; || MC. Cum BQ 1 MC, rezulta ca si EO, L EO,.
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123. Un trapez isoscel ABCD are bazele [AB] si [CD]. Paralelele duse prin punctele
A si B la diagonalele trapezului se intersecteaza cu dreapta CD in E, respectiv F, iar
paralelele duse prin punctele C si D la aceleasi diagonale se intersecteaza cu AB in
G si, respectiv, H. Sa se arate ca patrulaterul EFGH este trapez isoscel.

(G.M. 7/1978, Ion Voicu)

124. Mijloacele laturilor unui patrulater convex ABCD sunt varfurile unui patrat
dacd si numai daca exista cel putin un punct M in interiorul patrulaterului ABCD
astfel incat triunghiurile AMAB si AMCD sa fie triunghiuri dreptunghice isoscele
cu varful in punctul M. (Concursul ,,Sorin Simion*, Pitesti, Ioan Chera, 2003)

125. Fie ABCD un trapez cu bazele [AB] si [CD] in care AB = 2CD si m(<):ADC ) +
+ m(<):DCB) =270°. Fie punctele M, F, N, E, R, S, respectiv, mijloacele segmentelor
[CD], [BC], [4B], [4D], [AC], [BD]. Sa se demonstreze ca: a) triunghiul ACND

este dreptunghic; b) EF = 3MN; ¢) patrulaterul MRNS este dreptunghi;
d) 2MN < AD + BC. (G.M. 9/1986, Dinca Serafim)

126. Se da dreptunghiul ABCD. Punctele E si F apartin respectiv segmentelor (BC)
si (DC) astfel incat «<KDAF =< FAE . Aratati ca dacd DF + BE=AE, atunci ABCD
este patrat. (etapa judeteani, 2002)

127. Se da patrulaterul convex ABCD, in care <B = <D. Daca bisectoarele
unghiurilor <4 si <C sunt congruente, atunci ABCD este paralelogram.
(etapa locala, Neamt, Costica Grigoriu, 2004)

128. In trapezul ABCD (4B || CD si AB < CD) se considerd AE | DC, E € DC si
punctul , mijlocul segmentului [AC]. Stiind cd EF || BD, s se arate ci trapezul
ABCD este isoscel. (etapa locali, Botosani, 2006)

129. Dacé un trapez isoscel are un unghi cu masura de 30° si lungimea bazei mici
egald cu a saptea parte din lungimea bazei mari, atunci trapezul poate fi descompus
in opt triunghiuri congruente.

(Concursul ,,Matematica, de drag®, loan Bogdan, Bistrita, 2007)

130. Fie ABCD un dreptunghi cu AB< BC. Fie punctul P € (4C) astfel incat
(BP) = (4B) si M simetricul lui B fata de P. Ce poligon determina punctele D, M,
P, C? Justificati!

(Concursul ,,Henri Coandi“, CAimpulung Moldovenesc. Dorel Ispisoiu, 2007)

131. In triunghiul A4BC, cu unghiul drept in varful 4, se duce iniltimea AD (D € BC)
si se considera un punct F pe segmentul (AD). Perpendiculara in punctul F pe
dreapta F'C intersecteaza dreapta AB in punctul G. Paralela prin punctul 4 la
dreapta FG intersecteazd dreapta BC in punctul H. S& se arate ca patrulaterul
AGFH este paralelogram.
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CAPITOLUL VI

CERCUL
INSCRIPTIBILITATEA (tema pentru centrul de excelenta)

Determinarea cercului

1°. Fiind dat un punct A, exista o infinitate de cercuri care ,,trec” prin A; mulfimea
centrelor acestor cercuri coincide cu planul mai putin punctul A.

2°. Fiind date doua puncte distincte A §i B, existd o infinitatea de cercuri care ,,trec”
prin A i B; multimea centrelor acestor cercuri coincide cu mediatoarea segmentului [AB].

3°. Fiind date trei puncte necoliniare A, B, C, existd un cerc unic care contine punctele
A, B, C; centrul acestui cerc este intersectia mediatoarelor segmentelor [AB], [BC], [CA].

Pozitiile unei drepte fati de un cerc

Fie un cerc €(0, r) si o dreapta a. Daca d(O,a) este distanta de la O la a, atunci avem:

d(O,a) > r < an €0, r) = (a este exterioara €(O,r));

d(O,a) =r < a si €(0, r) au exact un punct comun; (a este tangentd la €(O,r));

d(0,a) <r < asi €(0, r) au exact doua puncte comune (a este secantd €(O,r)).

Tangenta la cerc

Tangenta la cerc este perpendiculara pe raza care ,trece” prin punctul comun.

Folosind aceasta proprietate a tangentei intr-un punct la cerc se pot demonstra
urmatoarele:

1°. Exista o infinitate de cercuri tangente la laturile unui unghi propriu dat; mulfimea
centrelor acestor cercuri coincide cu bisectoarea unghiului.

2°, Exista o infinitate de cercuri tangente la doud drepte concurente; multimea
centrelor acestor cercuri coincide cu reuniunea bisectoarelor celor patru unghiuri
proprii formate in jurul punctului de intersectie a dreptelor date.

3°. Fiind dat un triunghi AABC exista patru cercuri tangente tuturor dreptelor AB,
BC, CA. (cercuri tritangente)

Tangente la un cerc dintr-un punct exterior acestuia

1°. Dintr-un punct exterior unui cerc se pot duce exact doud tangente la acel cerc.

2°. Tangentele la un cerc €(O,r) dintr-un punct A exterior acestuia sunt congruente §i
formeaza unghiuri congruente cu dreapta AO.

3°. Daca se considerd tangentele [AM] si [AN] la un cerc €(O,R), atunci:
a) (OA este bisectoarea unghiului <MON, b) (40 este bisectoarea unghiului <MAN;
¢) OA este mediatoarea segmentului MN (fig. 44 a).

Tangente comune a doua cercuri

Daca doua cercuri nu sunt ,,interioare” (sau concentrice), atunci exista cel putin o
tangenta comuna ambelor cercuri, numdrul maxim de tangente comune fiind patru.

in (fig.44 b) dreptele AB si A'B' sunt tangentele comune exterioare cercurilor € si P,
iar MN si M'N’ sunt tangentele comune interioare.
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Patrulater circumscris unui cerc. Patrulater circumscriptibil
Definitia 1. Un patrulater se numeste circumscris unui cerc daca laturile sale sunt
tangente la acel cerc.
In acest caz se spune ci cercul este inscris in patrulater.
Definitia 2. Un patrulater ABCD se numeste circumscriptibil, daca exista un cerc
tangent la toate laturile sale.
TEOREME REMARCABILE

Teorema 1. Orice patrulater circumscriptibil este convex.

Teorema 2. (Pithot) Patrulaterul convex ABCD este circumscriptibil daca si numai
daca AD + BC = AB + CD. (Pentru demonstratie, vezi [5])

Teorema 3. Un patrulater convex este circumscriptibil, daca si numai daca bisectoarele
a trei dintre unghiurile sale interioare sunt congruente.

Unghi format de o coarda a unui cerc si tangenta la cerc intr-o extremitate a coardei.
Unghi cu vérful in exteriorul unui cerc. Unghi cu varful in interiorul unui cerc

1° Masura unghiului format de o coardd a unui cerc cu tangenta la cerc intr-o extre-
mitate a coardei este egala cu masura arcului de cerc situat in interiorul unghiului.

2° Masura unghiului ce are un varf'in exteriorul unui cerc, iar fiecare laturd a sa are
cel putin un punct comun cu cercul este egald cu semidiferenta masurilor arcelor acelui
cerc situate in interiorul unghiului.

3° Masura unui unghi ce are vdrful in interiorul unui cerc este egald cu semisuma
masurilor arcelor de cerc situate in interiorul unghiului si, respectiv, in interiorul
unghiului opus la varf.

4° Pozitiile relative a doua cercuri

Fie doua cercuri %1(01,R1) §l C&(Oz,Rg), R] \<R2

a. Daca 0,0,> R;+R,, atunci €,(0;, R)) N €x0,, R))=D. (cercuri exterioare)

b. Daca O;0, = R;+R,, atunci cercurile au exact un punct comun situat pe dreapta
0,;0,. (cercuri tangente exterior)

¢. Daca |R1 - R2| < 0,0, <R, + R, atunci cele doud cercuri au exact doud puncte comune.

(cercuri secante)
d. Daca 0,0, = R, — R,, atunci cercurile au un singur punct comun situat pe dreapta
0,0,. (cercuri tangente interior)
e.Daca R; # R, i 0,0,< R,— R; atunci €,(0;, R;) N E,0,, R,) = D. (cercuri interioare)
f- Daca O; = O, si R; # R,, atunci cercurile nu au nici un punct comun. (cercuri concentrice)

Patrulater inscris in cerc. Patrulater inscriptibil

Definitia 1. Un patrulater se numeste inscris intr-un cerc daca varfurile sale apartin
acelui cerc.

In acest caz se spune ci cercul este circumscris patrulaterului.

Definitia 2. Un patrulater se numeste inscriptibil daca exista un cerc care sa confind
toate varfurile sale (adica varfurile patrulaterului sunt conciclice).

Teorema 1. Orice patrulater inscriptibil este patrulater convex.

Conditii de inscriptibilitate

Teorema 2. O conditie necesara si suficientd pentru ca un patrulater convex sa fie
inscriptibil este ca doua din unghiurile sale opuse sa fie suplementare.

Necesitatea se demonstreaza folosind teorema masurii unghiului inscris intr-un cerc, iar
suficienta, cu teorema arcului capabil de un unghi dat.

Consecinte. 1. O conditie necesara si suficienta pentru ca un patrulater convex sa fie
inscriptibil este ca unul dintre unghiurile exterioare sd fie congruent cu unghiul interior opus.
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iv) <AC’B’ = <BCA (patrulaterul BCB’C’ este iscriptibil) si m(<7AB) _m(B) _
~ m(x4CB)
2

v) Patrulaterele BCB'C’ si CA’C’A fiind inscriptibile rezultd cd m(xBC’4) =m(<AC'B’) =
= m(<A4ACB). Analog se arata ca m(<A4AB’C’) = m(x4’B’C) si m(xBA’C’) = m(xB’4°C).
Finalizati utilizand teorema biliardului, vezi problema 8, pagina 161.

(teorema unghiului inscris) etc.

EXERCITII SI PROBLEME

1. in triunghiul isoscel ABC, AB = AC, D este un punct oarecare pe (BC) si E este
intersectia semidreptei (4D cu cercul circumscris triunghiului A4ABC. Sa se arate ca
a) AB este tangentd cercului circumscris triunghiului ABDE; b) AB*= AD - AE.

2. Fie cercul €(O,R) si A un punct in interiorul sau. Care este coarda de lungime
minima ce contine punctul 4?

3. Se considerda un cerc de centru O, un diametru [4B] al acestuia si un punct
M € (OA, M # A. Sa se demonstreze ca pentru orice punct N al cercului, distinct de
A side B au loc inegalitatile M4 < MN < MB.

4. Fie n puncte A;, A, ..., A, (n € N) pe cercul €(O,R). Sa se arate ca pentru orice
punct M din planul cercului (in legatura cu E: 10478, G.M. 6/1992) avem:

ZMAI. <nMN ,unde N €€(O,R) N (MO si O € [MN]. (Aida-Elena Biliauca)

i=1

5. Fie O centrul cercului circumscris unui triunghi A4BC care are m(<B) = 4m(<xC).
Sa se arate ca daca bisectoarea unghiului <BA4C intersecteaza cercul in M astfel incat
m(xAOM) = 120°, atunci triunghiul AABC este isoscel. (G.M. 4/1989, Ion Predescu)

6. Doua cercuri de raze r| §i r, (r, < ry) si centre O, si, respectiv, O, sunt secanate
in A4 si B astfel incat r, < 0,0, < 2r,. Sa se arate ca si cercurile cu centrele in 4 si B
avand razele r, si, respectiv, 7, sunt secante. (G.M. 9/1984)

7. Fie A pe coarda [BC] a cercului €(O,R), 4 # O, si BC L OA. Sa se arate ca pentru
orice punct M € €(O,R), m (XAMO) < m(<ABO). (Admitere facultate, 1987)

8. Tangentele in punctele 4 si B la cercul circumscris triunghiului isoscel A4BC
([AB] =[AC] se intersecteazd In M. Ce pozitie are dreapta AC fatd de cercul
circumscris triunghiului AABM? (etapa judeteani, DAmbovita, 1988)

9. Fie cercurile €,(0;, r;) si €,(0,, r;), tangente exterioare. Notam cu 7 si 75

punctele de intersectie ale tangentelor duse din O; la “€,. Sa se demonstreze ca r, = r,,

daca si numai daca AO, T, T, este triunghi echilateral. (etapa judeteani, Arges, 1989)
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INDICATIL SOLUTII. RASPUNSURL COMENTARII

ALGEBRA
CAPITOLUL I. NUMERE INTREGI. DIVIZIBILITATE iN Z
1LA={43,-2-1,1,2},B={4,-3,-2,-1,0,1,2,3}.2. A= {-3,-2, - 2 3}, B={1,2}.
3.x=1.4.A=1{0,1,2,3},B={2,34,5},C={6,7,8,9}, D= {8, 9, 10, 11} ={1,2,3,4,5},

B=1{2,3,n},C={5,6,n}.6.b)(a,b,c) €{(1,2,3),(1,3,2),(2,3,1), (2, 1,3) (3 1, 2), (3 2, D}.
7.a)3p+1=5k+2,deunde 3p =5k + 1. Atuncip =Ms + 2 iar k=M; + 1 $i3p+ 1=5k+2=
=M;s+7=15m+7 (meN). 1000 < 15m + 7 < 2000 = 67 < m < 132. Sunt 66 de numere.
b) Conform principiului includerii si al excluderii avem: n|A U B U C| = n|A| + n|B| + n|C| — (n|]A N B| +
+ nB N C| +nC N A]) + njA N B N C|, n|X| reprezentand numdrul elementelor multimii X
(cardinalul). Atunci nM| = n|A| + n|B| + n|C|. S|A| = S|B| = S|C| = s € N*, §|X]| reprezinta suma

elementelor multimii X. Din relatiile de mai sus S|M| = 35, dar SM| =1 +2 +..+ n _nn+l) etc

n(n+1)
2

Deci 3s = . Se analizeaza cazurile: n = 3k; n =3k + 1 si n = 3k + 2 (k € N*), de unde rezulta

cine{3,56,8,9,11,12,14, ..}. Dacan € {3, 5, 6, 8} cum n este minim, verificd n = 8 gi avem:
A=1{4;8}; B={57}siC={1;2;3;6}.8.4={5},B = {18, 12}. 9. x4 s1 2000 — x, sunt solutii
ale ecuatiei date. Solutia ecuatiei fiind unica avem 2000 — xy=x,, de unde x, = 1000, m = 1001000.
10. Termenii sirului {an} sunt numere naturale de forma4k +2, ke N, iar termenii sirului {bn}

sunt numere naturale de forma 4k (k£ € N). 11. Daca n = 2k, atunci N =k , iar dacd n = 2k +1 atunci

1 1
N=—k.12. xeZ;y,zeZ’ ' =>—+—-=2001-xeZ.yzel :>|y|>1|z|>l:> Las
y oz Ell
:—2£l+1£2:>1+1e{—2,—1,0,1,2}.l+1:2:>y: z eZ*:y:z:I,x:1999.7+l=1:>
y z vy z y z 2z-1 y z

:y:ilez*:yzpz;x=2ooo.l+1=0:>y=—zez*:>y:k,z:—k,xzzom,kez*.
z— y z
11 11
—+—-=-1=y=- €l ;y=2z=-2,x=2002. —+—=-2 = y=—
y z z+1 y z 2z+1
x=2003. 13. a) 0, 0, 1 1n aceastd ordine. b) 2, 0, 0, 1 in aceastd ordine. 14. a) U(n) =
b)1-3-5-7-..-49=4-0+1)-@4-1-1H)- @G- 1+1)-@4-2-1)-(4-2+1)-
G- R2-D@Ed-12+)=My+1)-@EG-1-1)-@-2-1)-...-(4-12-1)=My + 1. Dar
1-3-5-.. 49 =Mjs si ultimele doua cifre ale numarului 1 - 3 -5 - ... 49 sunt 2 §i 5 in aceasta
ordine, deci penultima cifraaluineste 7.¢) 1 -3 -5-...-49=8-0+1)-&8-0+3)-(8-0+5)"-
@ 0+7)- @ 1+1)-@-1+3)- .. -85+ @ 5+3)-B5+5) - ®-5+7)-B-6+1)=Mg+1,
pentrucﬁ(Mg+l)'(Mg+3)'(Mg+5)'(Mg+7)=Mg+105=Mg+1,darl'3'5'...'49=M125.
Decil -3 -5 -..-49 are ultimele trei cifre 6, 2, 5 1n aceastd ordine, iar n are antepenultima cifra 3.
15. 5% are ultimele 5 cifre 9, 0, 6, 2, 5 in aceastd ordine. 5%, unde k e N, are ultimele 5 cifre tot 9, 0,

6, 2, 5 in aceasta ordine. 5°-5% (keN') are ultimele 5 cifre 0, 3, 1, 2, 5 in aceastd ordine.

el = y=z=-1,

16. p=n’ —n+5n—5=n(n—1)+5(n—1)= (n—1)(n+5). Daca p este prim, e necesar ca n—le{xl} sau
n+5e(+l} . Se obtine ne{-6,-4,02} . 17. Avem: 1 +181+64=(n+9)’ ~17=n# (meZ) <(n-+9—m)(n+9+m)=17=
=(~17)(~1)=(-1)-(~17) =17-1. In final se obtine n € {~18,0} . 18. Avem (n—2)" +(n—1)" +n> +
+(n+1) +(n+2) = 5% +10= S(n2 + 2) . Daci numirul S(n2 + 2) este pitrat perfect atunci in
mod necesar 5/n’+2. Dar U(n’+2)€{1,2,3,6,7,8}, deci 5/ n° + 2. 19. Presupunem ca a, <0

si a; >0, oricare ar fi i# j (i fixat). Fie doud inegalita{i consecutive ce nu-1 contin pe @;. Din
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prin inductie dupa n. Cazul n = 2 este evident. Fiind date n + 1 segmente, consideram o multime de n
segmente si un al n + 1 - lea segment a. Multimea celor n segmente, conform inductiei, au un punct
(un segment comun b). Dacianb =, problema este rezolvatd. Dacd a b=, atunci existd
A e d astfel incat segmentele a si b sunt separate de 4. Orice segment din mul{imea celor n puncte are
un punct in comun cu a si unul cu b deci contine punctul 4. Prin urmare, 4 apartine intersectiei celor
n segmente si 4 € b — nu convine. Deci cele n + 1 segmente au un punct in comun. 62. Daca proiectam
toate poligoanele pe aceeasi dreaptd, cum proiectia fiecarui poligon este un segment, rezultd ca toate
segmentele au cel putin un punct comun (este suficient sd consideram un sistem ortogonal de
coordonate si, pe axa absciselor ludm cel mai mic dintre extremitdtile din dreapta ale acestor
segmente). Prin acest punct ducem perpendiculara pe axa absciselor.
23 813182838 48 64 101

1
(LI ]s 5 s Jrofiofiofie]37
H 4 5 6 [21
1 4 5 [6 |15 A D
(s [5]s s Je fe o
HE 1 1 3
12 I M 3
i EEAEEEEEEE 20
h f 12
h 1 1 mfl
B C
AT 111111111 121
Fig. 274 Fig. 275 Fig. 276

63. Consideram doua directii de parcurgere a ,traseului”: respectiv ,,dreapta” si ,;sus” (fig. 274).
Notam coordonatele nodurilor retelei intr-un reper in care 4(0,0) si B(10,10). Numarul de drumuri
minime care uneste 4 cu un punct M (x + 1, y + 1) este egal cu suma drumurilor minime ce unesc 4
cu M’(x, y + 1) si a celor care unesc 4 cu M”(x + 1, y). Astfel, scriem in fiecare nod numarul de
drumuri minime care il unesc pe acesta cu punctul 4. 64. Locul geometric al punctelor la distantd mai

. 1 S . . o . TR .
mica de 5 de interiorul patratului este format din 4 dreptunghiuri de dimensiuni 1; 5 si 4 sferturi de
cerc de razég . (fig. 275) Suma ariilor acestor 120 de locuri geometrice si interioarele patratelor este

120(1 +4 % + %] =360+307<360+30-3,2=456=24-19. Deci patratele rotunjite nu pot acoperi

interiorul dreptunghiului de dimensiuni 24 x 19 centrat in dreptunghiul initial. Orice punct neacoperit
poate fi ales ca centrul discului cerut. 65. Fie dreptunghiul ABCD, unde AB =20, BC = 121. (fig. 276)
Consideram o coloana de dimensiuni 1 x 20. Dreptunghiul este format de 121 de astfel de coloane.
Diagonala BD intersecteazd unul sau doua patrate pentru fiecare coloana. Diagonala intersecteaza
doua patrate daca si numai daca intersecteaza in interior un segment orizontal delimitat de o coloana.
Cum (20, 121) = 1 = diagonala (BD) nu trece prin nici un nod al retelei. Deci exista 20 — 1 = 19
coloane pe care diagonala intersecteaza 2 patrate, pe restul intersectand doar un singur patrat. Deci, in
total, diagonala BD intersecteaza in interior 121 + 19 = 140 patrate. 66. a) La orice modificare numarul

din centru se mdreste cu 3 si atunci 4 + 3k = 22, de unde k£ = 6. b) Trebuie sa gasim cel mai mic
multiplu de 4, de forma M; + 1. Acesta este 4. ¢) Dupa 2p + 1 modificari, suma din centru va fi: 4 +
3(2p + 1) =6p + 7, numar impar §i concluzia rezultd imediat. 67. Consideram icosagonul [4,4; ... 4]
pozitia varfurilor fiind in sensul miscérii acelor de ceasornic. Pentagoanele [A4;45494134:7],
[A,A46410414418]; [A3A47A411415419]; [A443A12416A20] sunt pentagoane regulate. Conform principiului
cutiei (Diriclet), trei din cele 9 varfuri galbene apartin unuia din cele 4 pentagoane. Dar oricare trei
din varfurile unui pentagon regulat sunt si varfurile unui triunghi isoscel. Problema este incheiata.

68. Sunt suficiente 4 culori; alb (A); negru (N); galben (G) si verde (V) deoarece [A TN A [N

pentru fiecare patrat 2x2 sunt necesare 4 culori diferite si patratul poate fi colorat

astfel: Analog se poate colora numai cu patru culori pétratul 16x16 si in general GIVIG|V

orice patrat 2"x2", unde n = 2, n € IN, pentru cd se descompune patratul in patrate AINJA|N

2x2. (fig. 277). G|V|G|V
Fig. 277
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