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CAPITOLUL

ALGEBRA

MULTIMEA NUMERELOR INTREGI.
1 DIVIZIBILITATE iN Z

(Tema pentru centrul de excelenta)

Retineti!

Un numar intreg b divide un numar intreg a daca existd un numar intreg ¢ astfel incat
a=b-c.

Q Observatii:

1. Nu exista pentru orice pereche de numere intregi a si b un numar intreg ¢ astfel incat
a=b - ¢ si urmeaza cd relatia b / a nu este peste tot definita in Z.

2. Pentru orice a € Z multimea D = {x € Z /x/ a} este multimea divizorilor lui a.
Daca a € Z', atunci divizorii lui a sunt in numar finit (cel mult 2|a|).

Proprietati

1. a / a, oricare ar fi a € Z (reflexivitatea); 2.a/ b si b/ c = a/ c (tranzitivitatea).
3.a/bsib/a=a=bsaua =-b,adica |a|=1b|; 4.1/asi—1/a,oricarearfia € Z.
5.a/lsaua/-1=|a=1; 6.a/0,oricarcearfiae Z; 7.0/a=a=0; 8.a/bs
S@Fa)/bsal b (a)l/(=b); 9.9/b=alb- c oricare ar fi ¢ € Z.
10.a/b sia/b,=alb+b; W.albsialb,=albc +bc,oricarearfic,c, e Z;
12.a/b=ac/bc,ceZ; 13.ac/bcsic#0=a/b; 14.a/b sia,/b,=aa,lbb,;
15.a/b=b=0saula<|b|; 16.a/bsilal>|b|]=b=0.

Cel mai mare divizor comun §i cel mai mic multiplu comun

2 C.m.m.d.c. al numerelor intregi a si b (notat (a,b)) este un numar intreg d care satisface
conditiile: 1) d /a sid / b;2) dacd d, /asid /b, atuncid,/d.

2 C.m.m.m.c. al numerelor intregi « si b (notat [a, b]) este un numar intreg m care
indeplineste conditiile: 1) a / m si b / m; 2) oricare ar fi m € Z cu proprietatea a / m, si
b/m, atuncim/m,.

< Doua numere intregi @ si b se numesc prime intre ele daca (a, b) = 1.

S Dacd a/ besi(a, b) =1, atunci a / c. (teorema lui Gauss)

P Dacialc,b/csi(a,b)=1,atunciab/ c.

2 lab] (a,b)=a-b.

Numere prime §i numere compuse
2 Un numar intreg a se numeste numar prim daca multimea divizorilor sdi are
cardinalul 4.

m Observatii:

1. Conditiarevine laa ¢{-1,0, 1} siD = {-1, 1,-a, a}.

2. Repre.zenta.rea n= iplal 'pzo’2 pka" ,unde o, c, ., € N, pop, ., p, sun‘F
numere prime si 0 < p < p, < ...< p, se numeste descompunerea canonicd a numarului
intreg n.

oo
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< Numarul divizorilor intregi ai unui numar intreg n (n # 0) scris sub forma:

n=xp“ - p,? .. p* esteegal cu2(a, +1)(a, + 1) ... (o, + 1).

Probleme rezolvate:

1. Aflati numerele intregi x stiind ca: a) Ao € Z;b) 3 €z
x—3 3x+5
Rezolvare:
a) B3y implicd x — 3/4x — 3, de unde x — 3/4(x - 3) + (12 - 3) sau x — 3/4(x - 3) +

+ 9, (1) Cum x — 3 / 4(x — 3) oricare ar fi x € Z, din (1) rezultd x — 3/9, adica
x—-3 € {-9;-3;—-1; 1; 3; 9}. Rezolvand ecuatiile: x — 3 =—9; x — 3 = — 3 etc. se obtine:
x € {-6;0;2;4;6;12}.
b) 5x-3
3x+5
3x+5/5Bx+5)—-9-25sau3x+5/503x+5)—34, (1) Cum 3x + 5/5(3x + 5) oricare ar fi
x € Z din (1) rezulta 3x + 5/34,deunde 3x + 5 € {—34; — 17, - 2; — 1; 1; 2; 17; 34}.
Rezolvand pe rand ecuatiile: 3x + 5 =-34; 3x + 5=—17 etc. se obtine x € {—13;-2;—1; 4}.

€ Z implica 3x +5/5x—3,deunde 3x + 5/ 3(5x — 3) sau 3x + 5/ 15x — 9 sau

2. Fie sirul de numere naturale 7, 77, 777, 7777, ... scrise in baza zece.
Sa se arate ca printre primii 2011 termeni ai sirului exista cel putin unul divizibil cu 2011.
(Concursul ,Matematica, de drag*, Bistrita, 2014, Rodica Coman)

Rezolvare:

Din primele 2011 numere din sirul 10, 102, 103, ... vor exista cel putin doud numere care
vor da acelasi rest la impartirea cu 2011 pentru ca (10, 2011) = 1.

Fie acestea 10° si 10° cu a > b.

Din 2011/ 10* — 10° rezulta 2011 / 10° - (10¢=% — 1), adica 2011 / 10° - 999...9 .

fnsa (2011, 10) = 1 5i (2011, 9) = 1, rezultd ca 2011/ 11...1 . (@b} cife
(a-b) cifre
Din 2011/ 11...1 si(7,2011)=1, rezulta ca 2011/ 77...7 .
—s —_—
(a-b) cifre (a-b) cifre
2y  x+4z

3. Determinati numerele naturale nenule x, y, z pentru care = = .
3x+1 2y+1 z46

(Concursul ,Stefan Dartu®, Vatra Dornei, Supliment G.M. 5/2019, Ion Neatda)

Rezolvare:
3x x+4z
Deoarece <1,avem ——=<1, deunde x +3z<6.
3x+1 z+6
3 2y 5 ..
Putemavea:x=1,z=1saux=2,z=1. x =z=1 conduce la = =—=— == contradictie!
2y+1 7

x=2siz=1 conduce la E=2—y,deunde 14y =12y + 6, adica y = 3.
7 2y+1

Prinurmare: x=2,y=3siz=1.

a Algebra
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9. Fie numerele naturale a, b, c astfel incat: a/c?, bla* si c/b.

Sasearatecda - b-c/(a+b+ ) (n/mse citeste n divide m). (Artur Baliuca)
Rezolvare:

edacia=0dina/c>=>c¢=0.Dinc=0sic/b>=b=0. 0-0-0/(0+0+0), solutie.
edacia=1dinbla>=>b=1sidinc/b> = c=1. 1-1-1/(+1+1), solutie.

e daca p/a, p prim atunci p/c?, de unde p/c, iar din ¢/b* = p/b.

« analog, daca p/b, p prim, atunci p/a si p/c iar dacd p/c, p prim = p/a si p/b.

Urmeaza ca numerele naturale a, b, ¢ admit in descompunerea lor in factori primi aceiasi
factori primi.

Deci avem: a = plps2-..pik, b = pF‘ 'pg2~...~p£" si c= p/'p3?..pl* unde

Py» Dy» - D, SUNt numere naturale prime (k € N°) distincte doud cate doua.

Din b/a* = B, < 2a.. Din ¢/b* = y,< 2B, sidin a/c> = 0,< 2y, (V) i= Lk.

Este suficient sa analizam cazul: a = p*, b = pP si ¢ = p’ unde p este numar prim si
a, B,y e N

;
Daca o= min(a, B, y) atunci o+ B +y < o+ 2a + 40 = 7o si abc = p* P17 < (pa) .
7
Avem abc =p** P 1si(a+b +c) = (pu) ‘(1+pB_°‘+py_°‘) .
7
Cum abc/ (p“) = abc/(a +b +c).

Analog se analizeaza cazurile f = min(a, B, y) si y = min(a, B, %).
Avema+p+y<2y+B+y<4B+P+2B="7psi,respectiv,a+P+y<y+2y+4y="Ty.

30
Dina-b-ca+b+ey=a-b-cl(a+b+e) |  adicia-b-cla+b+cp.

EXERCITII SI PROBLEME

1. Fie multimile: A= {x e Z/ 4 <x<2}si B={x € Z /-5 <x <4}. Determinati
multimile: AUB, AN B,A\B, B\A.

2. Fie multimile: A= {x € Z / |x| <3} si B= {x € Z" / |x — 1] < 2}. Determinati
multimile: AUB, AN B,A\B, B\A.

3. Determinati x € 7Z astfel incat multimile A ={1; 2} si B = {2x — 1; 5x — 3} sa fie
egale.

4. Sa se determine multimile A, B, C, D stiind ca:
(1)AuB={0,1,2,3,4,5};
2)Cub=¢{6,7,8,9,10, 11};
3)(ANB)x(CND)={(2,8),(2,9),3,8),3,9};
4) (A\B) x (C\D)={(0,6),(0,7),(1,6), (1, 7)}.

5. Sa se determine multimile: A, B, C stiind ca sunt satisfacute simultan relatiile:
(1) (ANC) x (BNC) = {(1, 2), (1, 3), (2,2), (2, 3), (3, 2), 3, 3), (4, 2), (4, 3)};
(2) (ANB) x (CVA) = {(1, 5), (1, 6), (4, 5), (4, 6)};
B)AUBUC={1,2,3,4,5,6,n},unden € Nsin>7.

Capitolul 1  MULTIMEA NUMERELOR INTREGI. DIVIZIBILITATE IN Z (EED)



o7\ o] HI] MM RELATIA DE CONGRUENTA MODULO m

2 (Tema pentru centrul de excelenta)

Retineti!
Doua numere intregi a si b se numesc congruente modulo m, unde m este un numar

intreg, daca m /a — b.
Notatie: a = b (mod m). Se citeste ,,a congruent cu b modulo m”.

m Observatii:

1. Pentrum =0, m/a—b < a=b,adicd (a=b(mod 0)) < a = b, deci relatia de
egalitate este un caz particular al relatiei de congruenta (in cazul cand modulo este 0).

2. a=b(mod 1) si a=b(mod-1), Va,beZ.

3.Dacd m # 0 sireste restul impartirii unui numér intreg a prin m, atunci a = r(mod m)
si a=r—m(mod m).

Exemplu: 30 =8(mod 11) si 30 =-3(mod 11).
(In aplicatiile practice, dintre numerele r si r-m, este de preferat cel care are modulul
mai mic).

Retineti!

Teoremd: Douda numere a §i b sunt congruente modulo m, m #0, daca si numai daca
dau acelasi rest la impartirea prin m.

Proprietati:

1. a=a(mod m) (reflexivitatea);

2. a=b(mod m)=> b=a(mod m) (simetria);

3. a=b(mod m) si b=c(mod m) = a=c(mod m) (tranzitivitatea);

4. a=b(mod m) si c=d(mod m) = a+c=b+d(mod m) si a~c=b-d(mod m).

Consecinte:

a) a=b(mod m) si ceZ = a+c=b+c(mod m).

b) Un termen aflat intr-un membru oarecare al unei congruente poate fi trecut in celalalt
membru, schimbandu-i-se semnul.

¢) Se poate aduna sau scadea la fiecare membru al unei congruente orice multiplu al
modulului.

5. a=b(mod m) si ¢=d(mod m) = ac=bd(mod m).

In general a, =, (mod m), i=12,.,n= ﬁa, Eﬁb[ (mod m).
i=l1 i=l1

Consecinte:

a) a=b(mod m) si neN = a" =b"(mod m) .
b) a=b(mod m) si c€Z = ac=bc(mod m).

6. a=b(mod m) si ceZ = ac=bc(mod mc).
7. aczbc(mod m) si(c,m)=1= azb(mod m)
8. ac=bc(mod mc) si c#0 = a=b(mod m).

oo—
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9. a=b(mod m,), a=b(mod m,), ...,a=b(mod m,) si M =[m,m,,...m,] =
= a=b(mod M).
10. a=b(mod m) sid/m = a=b(mod d).
11. a =b(mod m) sid/a, d/m = d/b.
Consecinti: a=b(mod m) si m/a = m/b.

Mica teoremd a lui Fermat. Daca a,peZ, p este prim (pozitiv) si p { a, atunci
a”" =1(mod p).

Demonstratie: Consideram urmatorii multipli ai lui a:
M, =a,M,=2a, M, =3aq, .., Mp, =p-1Da

1
Nici unul dintre acesti Intregi nu se divide cu p.

Fie r,r, 7, ..., r, resturile obfinute la Tmpartirea numerelor M, M,, M, ..., Mpf b
prin p.

Avem congruentele: M, =7 (mod p), M, =r,(mod p), ... M, =7, (mod p). (*)

Oricare doua din resturlle Ty Py Py ey 1, SUNL distincte. Intr-adevar daca presupunem

caexistai, je {1,2,3,..,p—1}, z;éjastfel incat r, = r,, urmeaza cap/M, — M, = p/a(i—j).
Cum p 1 a, se obtine ca p/ i, ceea ce este absurd deoarece |z— ]| < p. Rezultd ca

(rl’ 29 39~-~9 p*) {1 2 apil} (1)

Inmultind membru cu membru congruentele (*), obtinem
MM, MM =ron0n00r, (mod p),adicd a-2a-3a-...(p-1)a=rr-r, oty (mod p) &
=a -(p—l)!zr1 Ty Tyt T (mod p) si,cumr cr, e v, = (» — D! (in baza
relatiei (1)), rezultd cd @’ =1(mod p).

Teorema lui Euler. Daca a, m € 7 si (a, m) = 1, atunci a®*™ = 1(mod m), unde ¢(m) este
functia lui Euler. (numarul numerelor prime cu m mai mici decat |m|)

Teorema lui Wilson. Daca p este un numar prim, atunci (p — 1)! + 1 =0 (mod p).

Teorema reciproca a lui Wilson. Dacan>1,n € Nsi (n—1)! + 1 =0 (mod »), atunci
n este numar prim.

Probleme rezolvate:

1. Sa se arate cd numarul A = 3% — 240 e divide cu 5. (G.M. 5/1987)

Solutie: Conform teoremei lui Fermat avem: 3* =1(mod 5) si 2* =1(mod 5).

3* =1(mod 5)=(3')" =1° (mod 5)=3" =1(mod 5), (1)

2 =1(mod 5)=(2*)" =1" (mod 5)= 2 =1(mod 5), (2) Scizind membru cu
membru congruentele (1) si (2), obinem 3* —2% =0(mod 5) < 5/3% -2%.

2. Sa se afle cel mai mic numar natural & astfel incat numarul A = 194" - 125 + k si fie
divizibil cu 7. (G.M. 1/1988)

Solufie: 194=7-27+5=194=5(mod 7)= 194" =5" (mod 7), (1)

Aplicand teorema lui Fermat, avem:

5°=1(mod 7)=5" =1(mod 7)=5" =5(mod 7)., (2).

(1) si(2=194" =5(mod 7),(3)125=7-17+6=125=6(mod 7)= 125=-1(mod 7)=
= 125" =(-1)" (mod 7) = 125" =1(mod 7), (4).

Inmultind membru cu membru congruentele (3) si (4), obtinem:

Algebra
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194”125 =5(mod 7).(5) 7/194" -125" +k = 194" 125" + k= 0(mod 7) =
= 194" 125" =—k(mod 7). (6); (5) 51 (6) = 5= —k(mod 7) = 5+k= O(mod 7) = 7/5+k.
Cum cel mai mic numar natural nenul divizibil cu 7 este 7, se obtine k£ = 2.

3. Aritati ca numarul 7% + 519 — 74 este divizibil cu 1994.

Solutie: 7 =1(mod 997) (Fermat) = (7996 )2 =1(mod 997) = 7" =1(mod 997) =
= 7" =49(mod 997). (1) 5™ =1(mod 997) (Fermat) = 5" =1(mod 997) =
= 5" =25(mod 997), (2) Din (1) si (2) = 7" +5"* =74(mod 997) etc.

4. Fie p > 3 un numar prim. Aratati cd numarul 77 — 6 — 1 este divizibil cu 43.
(Olimpiada Iran)

Solutie: Cazul p = 6k + 1 (k € N*)

Avem 72 = 6(mod 43) = (72)* = 63 (mod 43). Insd 6° = 1(mod 43), deci 7° = 1(mod 43),
de unde 7% = 1(mod 43) si 7%= 7(mod 43), (1). Pe de alta parte: 6* = 1(mod 43) =
= 6% = 1(mod 43) si 6% 1 = 6(mod 43), (2). Din (1) si (2) rezultd 77 — 6" — 1 = 0(mod 43),
adicad3 /7" -6 —1.

Cazulp =6k +5 (ke N

Din 7= 6(mod 43) rezultd 7°=42(mod 43). Deci 7°=252(mod 43). Insd 252 =37(mod 43),
deci 7° =37(mod 43). Din 7% = 1(mod 43) si 7° = 37(mod 43) rezulta ca 7%= 37(mod 43),
(3). Din 6° = 1(mod 43) si 6° = 36(mod 43) rezulta 6° = 36(mod 43). Din 6% = 1(mod 43) si
6°=36(mod 43) rezulta ca 6%+>=36(mod 43), (4). Din (3) si (4) rezultd ca 75— 6%*5— 1 =
=(37-36—1)(mod 43), adica 43/ 7" — 6* — 1.

EXERCITII SI PROBLEME
1. Sa se arate cd numarul E = 19488+ 96!4" — 2 este divizibil cu 19, oricare ar fin € N.
2. Aflati restul impartirii numarului 10'°% la 27.
3. Sa se afle restul impartirii numarului ¢ = 139%?7 la 15.
4. Aflati restul impartirii numarului 17"°-19'7 la 16.
5. Sa se determine restul impartirii numarului: a) 985 - 1275 + 970 1a 9;
b) 5% 1a 13; ¢) 46907 - 1578 — 151°1a 13; d) 13%* - 27* la 8.
6. Aflati restul impartirii numarului 8'33 +132!11a 15.
7. Aflati restul impartirii numarului 439 1a 13.
8. Aflati restul impartirii numarului 1986 **" la 17.

9. Legenda spune c4, la facerea lumii, Creatorul a plantat un arbore cu 7 crengi, pe
fiecare creanga aflandu-se cate 27 de frunze. Frunzele cresc alternativ, cate una pe
fiecare creanga, astfel incat la inceputul celui de-al n-lea an, numarul de frunze al
arborelui este 4*" + 5%. Marele Vraci numara frunzele de pe fiecare creanga si, daca
gaseste acelasi numar de frunze pe fiecare, stie cd anul care tocmai a inceput va fi un

an bun. Anul 2005 de la facerea lumii este un an bun? Care sunt anii buni?
(Concursul ,, Florica T. Campan*, Gabriel Popa, 2005)
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CAPITOLUL
CONSTRUCTII GEOMETRICE

8 (Temdad pentru centrul de excelenta)

Problemele de constructie geometrica sunt acele probleme in care se cere sa se
construiascd o anumitd figurd cu ajutoriul unor elemente date, folosind pentru aceasta
anumite instrumente.

Intr-o astfel de problemi se considerd date o serie de elemente geometrice (puncte,
drepte, semidrepte, segmente, unghiuri, triunghiuri, cercuri arce de cerc, lungimi, masuri
de unghiuri sau arce) care alcatuiesc o familie & si se cer determinate anumite necunoscute
geometrice 9C astfel incit pentru elementele din & U 9C sd fie satisfacute anumite
proprietati .

Problema necesita desenarea elementeloe lui 9C folosind anumite instrumente precizate
de regula in enuntul problemei.

In teoria clasici a constructiilor geometrice instrumentele permise sunt doar rigla
negradata si compasul.

Restrictia traditionala la rigla si compas provine din antichitate, cu toate ca grecii au
recurs uneori si la alte instrumente.

Dar astfel de constructii nu erau apreciate, nu erau considerate constructii geometrice
veritabile si erau admise numai daca rigla si compasul s-au dovedit insuficiente.

Constructiile geometrice au constituit partea principala a matematicii grecesti si grecii
acordau o deosebita importanta studierii lor; construtiile geometrice au servit la inceput
pentru demonstrarea existentei unor notiuni abstracte ca: mijlocul unui segment, bisectoarea
unui unghi, perpendiculara intr-un punct pe o dreapta etc. Preocuparile pentru constructii
geometrice au luat un avant puternic etc. Multe dintre problemele actuale de rezolvare
a problemelor de constructie au aparut inca in Academia lui Platon (427-347 1.Chr.).
Geometrii din scoala lui Platon, incercand sa rezolve problemele geometrice doar cu rigla
si compasul, respingeau orice solutii care ar fi folosit alte instrumente.

Dar tot in antichitate au aparut unele probleme care nu au putut fi rezolvate numai cu
rigla si compasul, cum ar fi constructia unor poligoane regulate (cu 7 laturi, cu 9, 11, 13,
14, 18 laturi etc.) sau cele trei probleme celebre ale antichitatii a caror rezolvare (cu rigla
si compasul) a fost cautata in zadar:

1. Problema duplicarii cubului (problema delica) care cere construirea muchiei unui cub
al carui volum sa fie egal cu dublul volumului unui cub dat.

2. Problema trisectiunii unghiului in care se cere sa se imparta un unghi dat in trei
unghiuri congruente.

3. Problema cvadraturii cercului care cere construirea unui patrat care sa aiba aceeasi
arie ca §i un cerc dat.

De-abia in secolul XIX s-a demonstrat cd aceste probleme nu sunt rezolvabile cu rigla
si compasul. In matematica moderna s-au stabilit care constructii sunt posibile cu rigla si
compasul si care nu.

Atunci cand in enuntul unei probleme nu se fac precizari privind instrumentele de
constructie, se subintelege ca instrumentele permise pentru rezolvarea problemei sunt rigla
si compasul.

00—
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Alta abordare: Pe latura BC se considera
punctul P astfel incat semidreapta AM este
bisectoarea <tBAP. Rez ulta imediat ca AN
este bisectoarea <<PAC. Aplicand teorema
bisectoarei in ABAP si APAC se obtine
MB _AB s NC _4AC
MP AP NP AP’
AB _MB _NC MB+NC _MB+NC
AP MP NP MP+NP  MN

deci MN < MB + NC.
Aplicand teorema articulatiei in perechile de triunghiuri (AABM, AABP) si (AANC si
AABN) se obtine MB < MC = MN + NC si, respectiv, NC < BN = MB + MN.

, de unde:

1’

EXERCITII SI PROBLEME
1. Sa se construiasca numai cu rigla si compasul un unghi de 56°15°.

2. Avand un unghi cu masura de 7°, sa se construiasca, folosind numai rigla negradata

si compasul, un unghi cu masura de 4°. (Artur Balauci)
3. Exista un triunghi ale cérui laturi sa aiba lungimile: a a 4
BB

(a>0,a € R). In cazul in care exista s se construiasca triunghiul. (Artur Balaucd)

4. Sa se construiasca triunghiul A4BC stiind ca lungimea laturii BC = a, a 1ndltimii
AD = h (D € BC) si amedianei BE = m (E pe latura AC). Discutie.
(G.M. 7/1982, Nistor Budescu)

5. Sa se construiasca un paralelogram cunoscand un unghi ascutit si distantele de la

punctul de intersectie al diagonalelor la cele doua laturi ale unghiului ascutit.
(G.M. 5/1979, D. Mérzan)

6. Fie AB un segment oarecare si O un punct exterior dreptei AB. Sa se construiasca
numai cu rigla si compasul paralela la 4B prin punctul O si apoi sa se construiasca
simetrica acestei drepte fatd de 4B. (G.M. 2-3/1982, Luis Funar)

7. Fiind date: o dreapta a, un punct A4 situat la distanta d de dreapta a (d # 0) si un
segment de lungime 7, sa se construiasca un cerc € de raza r care sa contind punctul
A si sa fie tangent dreptei d.

8. Fiind date doua puncte distincte 4, B si o dreapta d sa se construiasca un cerc €
care sd contind punctele 4, B si sa fie tangent dreptei d.

Capitolul 8 ® CONSTRUCTII GEOMETRICE



INDICATIL. SOLUTII.RASPUNSURI.COMENTARII

ALGEBRA

CAPITOLUL I. Multimea numerelor intregi. Divizibilitate in Z
1.A={+4,-3,-2,-1,1,2},B={4,-3,-2,-1,0,1,2,3}. 2. A= {-3,-2,-1,0, 1, 2,3}, B= {1, 2}.
3.x=1.4A=1{0,1,2,3},B={2,3,4,5},C={6,7,8,9},D={8,9,10, 11}.5. A= {1, 2, 3, 4, 5},
B=1{2,3,n},C={5,6,n}.6.b)(a,b,c) e (1,2,3),(1,3,2),(2,3,1),(2,1,3),(3,1,2), (3,2, 1)}.
7.2a)3p+1=5k+2,deunde 3p =5k + 1. Atuncip =M, + 2iar k=M, + 1 si3p+ 1 =5k+2 =
=M, +7=15m+ 7 (m € N). 1000 < 15m + 7 <2000 = 67 < m < 132. Sunt 66 de numere.
b) Conform principiului includerii si al excluderii avem: n|A U B U C|=n|A| + n|B| + n|C| — (n|A N B| +
+n|B N C|+n|CNAJ)+nrANBN C|, nX| reprezentdnd numarul elementelor multimii X (cardinalul).
Atunci n[M| = n|A| + nB| + n|C|. S|A| = S|B| = S|C| =s € N, S|X] reprezintd suma elementelor multimii X.

_n(n+l) n(n+1)

Din relatiile de mai sus SM| = 35, dar SM| =1+ 2 +.+ n etc. Deci 3s =

Se analizeaza cazurile: n =3k; n=3k+ 1sin=3k+2 (k € N'), de unde rezulti can € {3, 5,6, 8, 9,
11,12, 14, ...}. Daca n € {3, 5, 6, 8} cum n este minim, verifica n = 8 si avem: A= {4; 8}; B= {5, 7}
siC={1;2;3;6}.8.4=1{-5}, B = {8, 12}. 9. x 51 2000 — x, sunt solutii ale ecuatiei date. Solutia
ecuatiei fiind unicd avem 2000 — x, = x,, de unde x,= 1000, m = 1001000. 10. Termenii sirului {a, } sunt
numere naturale de forma 4k + 2, k € N, iar termenii sirului {5 } sunt numere naturale de forma

4k (k € N). 11. Daca n = 2k, atunci N =k, iar daci n =2k + 1 atunci N=—k. 12.x € Z; y, z € ">
11 11

:>l+l:2001—er.y,zeZ*:le,le:iﬂ,igl:>—2£—+7£2:>—+fe{—2,—1,0,1,2}.
y oz l2~ "yl y oz y oz

11 . 1 1 z .

—+-=2= y= €l =>y=z=1,x=1999. —+—=1= y= eZ'= y=z=2,x=2000.

y z 2z-1 y z z—1

11 . .11 z .

—+—=0=>y=—2eZ = y=kz=—kx=200l,keZ' . —+—=-1 = y=——€Z ;y=z=-2,

y z y z z+1

x = 2002. l+l:—2 = y=- —z eZ' = y=z=-1,x=2003.13. a) 0, 0, 1 in aceastd ordine.

y z 2z+1
b) 2,0, 0, 1 in aceastad ordine. 14. a) Un)=5;b)1 -3 -5-7- ... -49=4-0+1)-4-1-1)-
@1 (@21 (@24 @12 D@E 124 ) =M+ ) (@ 1-1) (4 2-1) ..
(@ 12-1)=M,+1.Dar1-3-5-..-49=M, siultimele doud cifre ale numarului 1 -3 -5 - ... - 49
sunt 2 si 5 1n aceastd ordine, deci penultima cifraaluineste 7.¢) 1 -3 -5-..-49=8-0+1) -
“(8-0+3)-(8-0+5)-(8-0+7)-(8-1+1)-(8-1+3)-..- (8 5+1)-(8-5+3)-(8-5+5)"
“(8-5+7) (8- 6+1)=M,+1,pentruci (M, + 1) - (M, +3) - (M, +5) - (M, +7) =M, + 105 =M, + 1,
dar1-3-5-..-49=M . Decil-3-5"..-49are ultimele trei cifre 6, 2, 5 in aceastd ordine, iar n
are antepenultima cifrd 3. 15. 5% are ultimele 5 cifre 9, 0, 6, 2, 5 in aceastd ordine. 5%, unde k € N,
are ultimele 5 cifre tot 9, 0, 6, 2, 5 in aceasta ordine. 5° - 5% (k € N”) are ultimele 5 cifre 0, 3, 1, 2, 5 in
aceastd ordine. 16.p=n>~n+5n-5=n(n—-1)+5mn—-1)=(n-1)(n+5). Daca p este prim, e necesar
can—1¢€ {*l}saun+5 e {+1}.Seobtinen € {~6,-4,0,2}.17. Avem: n* + 18n +64=(n+ 97— 17=m?
(meZ)yem+9-—m(n+9+m)=17=(-17) - (<1)=(=1) - (<17)=17 - 1. In final se obtine n € {18, 0}.
18. Avem (n—2)*+ (n—1y*+n*+(n+1)>+ (n +2)>= 51>+ 10 = 5(n* + 2). Daca numarul 5(n* + 2) este
patrat perfect atunci in mod necesar 5 / n* + 2. Dar U(n*> + 2) € {1, 2, 3, 6, 7, 9}, deci 5 1 n® + 2.
19. Presupunem cd a, < 0 si a,< 0, oricare ar fi i # j (7 fixat). Fie doud inegalitdti consecutive ce nu-1
contin pe a. Ding,(a, ,—a,+a, )<O0sia,  (a,—a, +a ,)<0rewltda , +a, _,<0,absurd
pentru cd a, > 0, a,, > 0. Daca doud numere a, si a, sunt negative iar restul, a,> 0,7#j,i#p.
Se procedeaza analog. Deci sunt cel putin trei numere negative. Pentru a ardta ca existd cel putin trei
numere pozitive se procedeaza la fel. 20. Orice numar natural prim p (p > 3) are una din formele:

Solutii



GEOMETRIE
CAPITOLUL L. Triunghiul

1. <C = 60°. 2. Daca am avea b # ¢, atunci ar rezulta ca |b — c¢| > 1 si in acest caz triunghiul nu exista.
3. Fie M si N mijloacele laturilor 4B si, respectiv, AC ale unui triunghi AABC, I punctul de intersectie a
bisectoarelor triunghiului si P € A7 N BC. In ipoteza I € MN se obtine AI = IP. Acum triunghiul A4BP
admite B/ ca mediana si bisectoare, deci 4B = BP. Analog ar urma AC = CP si s-ar obtine AB + AC = BC,
absurd. 4. <<4 = 45°. Ducem BF 1 AC, F € AC. <ABF = 45° = AABF este isoscel = AF = BF =
= AF = FD = AAFD este isoscel cu <AFD = 150° si <FAD = <F'DA = 15° . Se obtine <DAE =7°30’.
5. <CEM = <CME = CM = CE (fig. 139) MN :C—ZE = MC=2"- MN. 6. a) Se arata ca segmentul MP

este linie mijlocie in AACD si ca NC L BD; b) ABCE este isoscel. (fig. 140)

C D
A
E M
N N N
P

M F

B P

B e D E'
Fig. 139 Fig. 140 Fig. 141

7. Utilizand teorema liniei mijlocii sau (t.f.a.) se arata 7 si S sunt mijloacele segmentelor PN, respectiv
PM, etc. 8. a) Fie DG N EF = {P} (fig. 141). ADEP este isoscel. De ce? Deci segmentul £G este
mediana in ADEP si cum DM = MF rezulta ca GM este linie mijlocie in ADPF si urmeaza ca GM || EF.
b) Si NG este linie mijlocie in ADEP. Finalizati cu axioma paralelelor. 9. Rezolvand in N* ecuatia
l+%+l stiind cd a + b + c este impar se obtine solutia C Fig. 142
a ¢

unica a = b = ¢. Deci triunghiul este echilateral. 10. Fie P
pe segmentul BC cu <<BAP = 60°. (fig. 142) Avem:
<IB=<C=40° <CAD =<CDA="70°. <BDF = <B=40°.
<IBAD = <BAC — <CAD = 100° — 70° = <tBAD = 30°.
DF || AC si AD - secanta implica <ADF = <CAD = 70°,
deci <AFD = 70°. in ADAF: <FAD = 30° si <ADF =
= <CAD = 70° (alterne interne). in ABAP: <(B = 40° si
<BAP = 60° implica <APB = 80°. in AAPD: <APD = 80°
si <PAD = 30° implica <PDA = 70°. Comparam APAD cu
AFAD ele au: <PAD = <<FAD =30°, <PDA = <FDA =70°
si AD = AD. Deci APAD = AFAD de unde AP = AF i <PAF = 60°. Prin urmare, APAF este echilateral.
APAC: <PAC = <PCA=40° = PA = PC, insd PA = PF deci PC = PF, dar <F'PC = 100° + 60° = 160° =
180°—-80°

= <PCF = 10°. 11. Avem: <4BC = 50° si <4BP = <ABC — <CBP = 20°, iar

<TAPB =180° —(20° + 80°) = 80°, de unde AB = BP. Dar BD = AC = AB, deci $i ABDP este isoscel, iar

180 71112(<IPBD) 750 s 180°-50

<BDP = 1 <<4DB = T: 65°; <ADP = 75° — <4DB = 10° si in final:

<DAP = 80° — 65° = 15° 5i <APD = 155°. (fig. 143)
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Fig. 191 P F A B

OP este linie mijlocie iIn AMAC, deci MA || PO. Din MA || BD rezulta <ADB = <DAM = <DAC,
<IMAF = <OAB = <NFA4 = <OBA = 90° — <DAM, de unde rezulta FE || AC etc; b) Segmentul NP este
linie mijlocie in AMAC, deci NP || AC si cum EF || AC rezulta F, E, P coliniare (axioma paralelelor).
86. a) Se aplica teorema liniei mijlocii si faptul ca diagonalele unui dreptunghi sunt congruente. b) Fie
PC  MB
{E} = ON N PB. Se arata ca AENS ~ ABMS (ttf.a.). EN =5 T etc. 87. Deoarece punctul de
intersectie al diagonalelor este egal departat de laturile patrulaterului, atunci diagonalele sunt
bisectoarele unghiurilor patrulaterului si din congruente de triunghiuri rezulta ca patrulaterul este romb.

1 .
88.a) <AGE=<DGC=<4EG= 900—5 -XC = AAEG esteisoscel = AE = AG. (1) b) Punctul £ este

egal departat de laturile AACB, deci AE = EF. (2) Din (1) si (2) rezultd ca AG = EF si, cum EF 1 BC,
AG 1 BC mai avem ca AG || EF etc. 89. Patrulaterul CODE devine romb daca O este mijlocul
segmentului AB. 90. ,,=” Semidreapta AF bisectoare si inaltime in ANAE = AN=AE (1) AN || DM =
= <INAM = <EMA (alterne interne) = <MAE = <AME si deci AAEM este isoscel de unde AE = EM.
Conform relatiei (1) avem AN = EM si pentru ca AN || EM, patrulaterul AEMN devine romb, de unde
MN || AE. ,,<=" MN || AE = AEMN este paralelogram, insa semidreapta AF bisectoare implica AEMN
este romb, deci <AFE = 90°. 91. Fie patrulaterul ABCD cu laturile consecutive 4D, DC si BC
congruente. Daca AB = AD, atunci ABCD este romb. Daca 4B # AD, atunci considerand faptul ca
patrulaterul ABCD are doua unghiuri alaturate suplementare rezulta 4B || DC. Reciproca nu este
adevarata. 92. Utilizati teorema /liniei mijlocii in triunghi si faptul ca diagonalele unui paralelogram se
injumatatesc. 93. a) Daca AB || CD, se noteaza AC N MN = {E} si se demonstreaza ca segmentele ME
si NE sunt linii mijlocii in AADC si, respectiv, AABC. Reciproc, se considera £ mijlocul segmentului
AC si se foloseste ca segmentele ME si NE sunt linii mijlocii, dupd care se pune in evidenta ca M, E, N
sunt coliniare din relatia ME + EN = MN. b) AB || CD, AD = BC = ABCD trapez isoscel. Se considera

P, O mijloacele lui AB respectiv, CD de unde, PQ inaltime in trapez. A, . =MN?si MN = AB+CD =

ABCD

= MN = PQ, deci MNPQ este dreptunghi de unde, MP L PN si AC L BD. 94. a) <ACD = <BDC
implicd AOCD isoscel, de unde OC = OD, (1). Deoarece AB || CD avem ca <ACD = <BAC si <BDC =
= <A4BD (alterne interne). Cum <4CD = <BDC, rezulta ca AOAB este isoscel si O4 = OB, (2) Din (1)
si (2), rezultd ca OC + O4 = OD + OB si atunci AC = BD iar trapezul ABCD va fi isoscel. (fig. 193)
b) in AABC, BO si AE (AD’ N BC = {E}) sunt inaltimi, de unde rezulta ca D C

D’ este ortocentrul lui si, deci, CD’ L AB. Cum segmentul AB || CD, rezulta .
ca CD’ L CD, adica ACDD’ este dreptunghic in C. Cum CO este mediana

< . . DD' SR
corespunzatoare ipotenuzei DD’, avem CO = - = DO, caci D’ este

simetricul lui D fatd de O. Din CO = DO rezulta ca AOCD este isoscel si
<ACD = <BDC, de unde conform punctului a), ABCD este trapez isoscel. Fig. 193

S

Solutii &k





